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Resumen: El objetivo de este estudio consiste en proponer un modelo estadistico que permita explicar de
gué manera se relacionan algunas variables personales y contextuales con el rendimiento matematico de
estudiantes de Ingenieria. La muestra esta compuesta por 142 jévenes matriculados en distintas carreras
gue se imparten en un centro educativo tecnoldgico de la regién nordeste de Argentina. El disefio
metodoldgico es de corte transversal, linea cuantitativa y estilo correlacional. Los resultados obtenidos
en la fase empirica permitieron contrastar que el modelo propuesto se ajusta a los datos muestrales y
resulta de utilidad para clasificar el rendimiento en Mateméticas de nuevos individuos.

Palabras clave: Desempefio académico, Factores personales y contextuales, Estudiantes universitarios,
Modelado estadistico.

Modelling of mathematical performance using discriminant analysis

Abstract: The aim of this study is to propose a statistical model that allows explaining how some personal
and contextual variables are related to the mathematical performance of engineering students. The sample
consisted of 142 young people enrolled in different courses of study taught in an technological
educational center in the northeast region of Argentina. The methodological design is cross-sectional,
quantitative and correlational. The results obtained in the empirical phase allowed us to verify that the
proposed model fits the sample data and is useful for classifying the mathematics performance of new
individuals.

Key words: Academic performance, Personal and contextual factors, University students, Statistical
modelling.

1. INTRODUCCION

En la region nordeste de Argentina, entre las dificultades que se presentan al principio de la
etapa académica, en distintas areas de conocimiento, se encuentran los altos indices de

Como citar: Closas, A. H., Arriola, E. A., Amarilla, M. R. y Jovanovich, E. C. (2025). Modelizacion del
rendimiento matematico mediante analisis discriminante. Epsilon, 119, 7-19.
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suspensos, los cuales en buena medida se deben a inconvenientes en la adaptacion de los
estudiantes a las exigencias curriculares que demanda el nivel educativo universitario.

A esta realidad, se le suma el hecho de que los jovenes tampoco realizan aquellas actividades
que les permitiria lograr aprendizajes acordes a las circunstancias, todo lo cual genera que muchos
de ellos decidan no continuar los estudios iniciados o elijan cambiar de carrera.

El escenario que se origina debido a los bajos resultados educativos, por los suspensos, la
no promocién o la desercion, claramente conlleva un importante costo social y econémico tanto
para la familia como para el Estado; lo cual es muy relevante, puesto que la educacion
constituye un sector estratégico que incide directa e invariablemente en el progreso de la
sociedad y representa uno de los pilares principales para el desarrollo de cualquier Nacién
(Devincenzi et al., 2017).

También, la problematica descripta ha sido observada por los autores de este trabajo en
virtud de la experiencia de muchos afios en el proceso de ensefianza de Matematicas, y de otras
asignaturas del ciclo basico comdn, que se imparten en el centro educativo del cual procede la
muestra, asi como en distintos &mbitos académicos de su area de incumbencia.

De acuerdo con Delors (1997), el bajo rendimiento educativo es un fendémeno tan
preocupante en el plano humano, moral y social que muy a menudo ocasiona exclusiones que
estaran presentes en los jovenes durante toda su vida. Por el contrario, la efectividad en el
proceso educativo es un factor de bienestar a distintos niveles, propicia el crecimiento de los
paises, la viabilidad de las instituciones educativas, como también la prosperidad social y
personal.

Si bien el rendimiento de los estudiantes se encuentra relacionado con variables de indole
personal o individual que, de un modo u otro, participan y lo generan, existen otras variables de
tipo contextual o ambiental que deberian tenerse en cuenta a efectos de conformar un conjunto
de determinantes que permitan esclarecer mediante un enfoque integral las razones que
ocasionan el desempefio académico.

En un interesante trabajo, Pintrich (2003) aboga por la necesidad de desarrollar modelos
holisticos y de llevar a cabo investigaciones empiricas en las que explicitamente se estudien las
interacciones e interrelaciones entre los distintos componentes que participan (motivacionales,
cognitivos y relativos al contexto de aprendizaje).

En esta linea, se conocen diversos trabajos que analizan, mediante técnicas estadisticas
multivariadas, de qué manera y en qué medida las variables atinentes al individuo (aptitudinales,
emocionales, cognitivas, etc.), como aquellas que dependen del entorno (familiares,
socioculturales, institucionales, etc.), se relacionan con los resultados educativos de los estudiantes
(Doménech et al., 2004; Gonzéalez-Pienda et al., 2003; Kassarnig et al., 2018; Reynolds y
Walberg, 1992; Schnitzler et al., 2021).

En este marco, el objetivo principal del presente estudio consiste en proponer un modelo,
elaborado mediante la técnica estadistica denominada analisis discriminante, que explique de
qué manera se relacionan ciertas variables personales y contextuales con el rendimiento
académico de estudiantes de Ingenieria, en el ambito de una asignatura del rea de Matematicas.

En términos generales, un modelo es una representacion abstracta y compacta de un sistema
que permite describir y analizar su comportamiento (Voght, 1993). En este sentido, la
modelizacion estadistica es un recurso metodoldgico que resulta de utilidad para abordar el
tratamiento de un fenémeno, como es el bajo rendimiento académico, puesto que da lugar a
conceptualizar y comunicar sus dindmicas de una forma coherente.
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Una caracteristica central que posee el modelo que se plantea en este estudio es que posibilita
explicar los datos recogidos, asi como predecir observaciones futuras, lo cual contribuye no solo a
comprender el problema, sino también a tomar decisiones con el objeto de prevenir las
dificultades cognitivas en el area de conocimiento y, por ende, mejorar el desempefio educativo de
los individuos de la poblacion de la que fue seleccionada la muestra.

El modelo que seré presentado en el marco de este estudio ha sido previamente contrastado
en forma empirica. Para ello, fue necesario realizar una serie de estudios cuantitativos, propios
de la técnica estadistica que se utiliza, los cuales hicieron posible la estimacion y validacion de
los coeficientes de la ecuacion que mejor explique los datos muestrales (Hair et al., 2019). El
trabajo de campo (aplicacion de test y cuestionarios ad hoc), que permitid recoger los datos con
los que se realizaron los diversos analisis estadisticos, tuvo lugar en el marco de la asignatura
Anadlisis Matematico | (AMI). Esta materia es comun a las carreras de Ingenieria (Sistemas de
Informacion -ISI-, Electromecénica -IEM- y Quimica -1Q-) que se desarrollan en la Facultad
Regional Resistencia (FRRe) de la Universidad Tecnoldgica Nacional (UTN), Argentina.

El andlisis discriminante es una técnica de dependencia que permite crear un modelo
predictivo capaz de establecer la pertenencia de objetos a determinados grupos. ElI modelo esta
compuesto por una funcién discriminante, en el supuesto de que haya dos grupos (0, un
conjunto de funciones discriminantes, si hubiera mas de dos grupos), basada en combinaciones
lineales de las variables predictoras, o independientes, que proporcionan la mejor
discriminacidn posible entre los grupos previamente establecidos (en nuestro caso, aprobados y
suspensos) por medio de la variable dependiente (en este estudio, el rendimiento matematico).
En lineas generales, las funciones se generan a partir de una muestra de observaciones para los
que se conoce el grupo de pertenencia; posteriormente, las funciones pueden ser aplicadas a
nuevos casos que dispongan de mediciones para las variables predictoras, pero de los que se
desconozca el grupo de pertenencia (Uriel y Aldas, 2005).

En vista de lo que antecede y en atencion al objetivo propuesto, en esta investigacion seran
dos las variables que formaran parte del factor explicativo personal: a) el autoconcepto
académico, y b) las estrategias de aprendizaje. A su vez, las variables que integraran el factor
explicativo contextual seran: c) los aspectos sociofamiliares, y d) el clima de clase. En tanto
que, la variable dependiente, 0 que se desea explicar, del modelo discriminante que mas
adelante se pondra a consideracion sera el rendimiento académico en el contexto de la
asignatura AMI.

Existen diversas definiciones sobre el constructo motivacional autoconcepto académico; asi
por ejemplo podria decirse que es aquella variable en la que la implicacion activa del sujeto en su
proceso de aprendizaje se incrementa cuando se percibe autoeficiente (Snchez Leon, 2023). En
tanto que para Arrivillaga et al. (2023), el autoconcepto académico se refiere a la imagen que el
individuo construye sobre su desempefio y nivel de éxito en el &mbito educativo.

La variable cognitiva estrategias de aprendizaje; por una parte, implica una secuencia de
actividades u operaciones mentales dirigidas a facilitar el aprendizaje y, por otra, incluye procesos
de toma de decision por parte de los estudiantes de carécter consciente e intencional, ajustados al
objetivo que pretenden conseguir (Beltran, 2003).

El abordaje de la variable contextual aspectos sociofamiliares se realizara desde la perspectiva
macrosocioldgica y estard centrada en tres cuestiones concretas: el estatus socioeconémico, el
contexto sociocultural y los rasgos de la zona donde habita el estudiante.
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La variable del entorno del alumno clima de clase, se define como la atmosfera general de la
sala de clase que es percibida por los estudiantes; en ocasiones, incluye también la percepcion de
los profesores y, excepcionalmente, de otros miembros de la comunidad educativa.

Los indicadores de la variable rendimiento académico seran las calificaciones obtenidas por
los estudiantes en tres instancias de evaluaciones parciales escritas tedrico-practicas
correspondientes a la asignatura AMI.

A continuacidn, se encuentra la metodologia implementada (participantes, procedimiento de
aplicacion, caracteristicas de la investigacion, instrumentos de medicion utilizados, aspectos del
analisis discriminante). Méas adelante, se ofrecen los resultados obtenidos, su discusién y por
altimo las conclusiones a las que se ha llegado tras la ejecucion de este estudio.

2. MATERIALES Y METODO

2.1. Participantes

La muestra estuvo compuesta por 5 grupos-clase (2 de ISI, 2 de IEM y 1 de 1Q) de la asignatura
AMI, los cuales totalizaron 142 jovenes (45 mujeres y 97 hombres), pertenecientes a las tres
carreras de Ingenieria que se imparten en la sede central de la FRRe-UTN.

La edad de los estudiantes que respondieron los items de la encuesta tuvo una media (M) de
19.75 afios y desviacion estandar (DE) de 1.42. Los datos que identifican a la muestra utilizada en
este trabajo se ilustran en la Tabla 1.

El procedimiento empleado para extraer la muestra consistio en la combinacion de tres
métodos: a) estratificado, b) por conglomerados, y c) aleatorio simple (Lohr, 2019). EI primer
método fue de utilidad para definir las especialidades de Ingenieria que participarian en la
investigacion, el segundo a efectos de asumir que los clisteres estarian conformados por grupos-
clase, y el tercero debido a que estos ultimos (también llamados comisiones de estudio) pudieran
ser elegidos al azar.

Tabla 1
Detalles relativos a la muestra empleada en la etapa empirica del estudio.
Turno Carrera Alumnos Edad
Tarde v Noche Ingenieria en Sistemas n =40 jévenes Min. =18 Max. =24
y de Informacion (10 mujeres, 30 hombres) M =20.08 DE=1.31
Tarde v Noche Ingenieria n = 54 jévenes Min. =18 Max. =24
y Electromecénica (6 mujeres, 48 hombres) M=19.93 DE=1.49
Mafiana Ingenieria n = 48 jévenes Min. =18 Méx. =23
Quimica (29 mujeres, 19 hombres) M =19.27 DE =1.33

2.2. Procedimiento de aplicacion

La aplicacion de los tests y cuestionarios fue realizada por los docentes responsables en cada uno
de los cinco clusteres que integran la muestra, al comienzo de la clase y durante un intervalo
promedio de 20 minutos.

Concluido el trabajo de campo y el ordenamiento de la informacion obtenida, se procedié a la
construccion de la matriz de datos en formato electronico (en esta primera instancia se utilizo el
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programa MS Excel), asi como a su posterior control estadistico general mediante el paquete IBM
SPSS Statistics 26 (George y Mallery, 2020).

2.3. Caracteristicas de la investigacion

La elaboracion de un modelo de causa-efecto, como el que seréd propuesto en este trabajo, requiere
de diferentes variables y de distintos analisis estadisticos, en virtud de lo cual se detallan en forma
breve en la Tabla 2, en el marco del generoso espectro metodoldgico disponible, los criterios y
métodos que serén considerados y que caracterizan la presente investigacion.

Tabla 2
Caracteristicas de la investigacion
Criterios Métodos
Dado que el estudio esta basado en las respuestas que se brindan al tema objeto de No experimental
consulta tal como se presenta en su contexto real y en una Unica instancia. Transversal
Teniendo presente el objetivo que se pretende conseguir y el modo de reunir la  Explicativo
informacion para lograrlo. Encuesta
Test

En atencidn a las caracteristicas de los instrumentos de medicion que se aplican. . .
Cuestionario

Si se tiene en cuenta el marco de recogida de los datos y la forma en que se  De campo
analizan. Cuantitativa

Debido al interés por estudiar las asociaciones entre las variables que participany  Correlacional
la manera de relacionarlas mediante el modelado estadistico. Funcional

2.4. Instrumentos de medicion

Con el objeto de reunir los datos de las variables explicativas, en este estudio se utiliz6 un
instrumento de medida conformado por: a) prueba autoconcepto académico del test
Autoconcepto Forma 5, elaborado por Garcia y Musitu (2014), y b) tres cuestionarios disefiados
especialmente para esta ocasién. El primero de ellos se emple6 en la medicién de la variable
personal (de tipo cognitiva) estrategias de aprendizaje en Matematica, el segundo para evaluar la
variable contextual (de perspectiva macrosocioldgica) aspectos sociofamiliares, y el tercero con
la intencion de medir la otra variable de contexto (de caracter educacional) elementos del clima de
clase.

Los datos de la variable por modelar estuvieron conformados por el promedio de las notas
alcanzadas por los alumnos encuestados en tres instancias de evaluaciones parciales escritas
tedrico-précticas, relativas al actual régimen de promocion y modalidad de cursado de la
asignatura AMI. Esta variable es de tipo continua, sus valores oscilan entre 1 (uno) y 10 (diez)
puntos. Sin embargo, al momento de aplicar la técnica andlisis discriminante se calcularon los
promedios de las notas parciales, los cuales fueron luego recodificados como 1 (valores inferiores
a6) y 2 (valores iguales o superiores a 6).

Cada una de las pruebas que se emplearon para recoger los datos de las variables
explicativas (fuentes de informacion primaria) fueron evaluadas inicialmente en forma
cualitativa por un equipo de profesores del Area de Matematicas del Departamento de Materias
Basicas (FRRe-UTN), respecto de dos aspectos caracteristicos en este tipo analisis: a)

11



12

Closas, A. H., Arriola, E. A., Amarilla, M. R. y Jovanovich, E. C.

indicadores de validez subjetivos o individuales, y b) indicadores de validez factorial o
estructural.

Luego de aplicar las encuestas y elaborar la base de datos en formato electronico, se realizaron
analisis estadisticos descriptivos (items, puntuacion, media —M- y desviacion estandar —-DE-) y
estudios del area de la psicometria; consistencia interna mediante los coeficientes o (alfa) de
Cronbach (Cronbach, 1951) y ® (omega) de McDonald (McDonald, 1970), junto con sus
respectivos intervalos de confianza al 95% (limite inferior —LI1—y limite superior —LS-).

La consistencia interna, es una informacién de mucha utilidad; puesto que, ademas de
permitir ponderar la fiabilidad (cuantia en que las medidas de las pruebas estan libres de errores
casuales o aleatorios) de las dimensiones del instrumento utilizado (ver Tabla 3), es considerada
un indicador indirecto de la validez de constructo de la prueba y actualmente se evalla a través
de los coeficientes o de Cronbach y o de McDonald (Vizioli y Pagano, 2022). El primero por
ser un estadistico tradicional y el segundo con la intencion de atenuar la utilizacion inadecuada
del coeficiente o debido a posibles incumplimientos de sus supuestos paramétricos. Si bien,
ambos coeficientes son conceptualmente semejantes, o es mas robusto y apropiado para estimar
la consistencia interna cuando las respuestas a los items propuestos estan planteadas a través de
opciones valoradas en forma ordinal, como sucede en el cuestionario aplicado en esta
investigacion (Béland et al., 2018; Ventura Le6n y Caycho-Rodriguez, 2017).

Tabla 3
Estadisticos descriptivos y de fiabilidad de los instrumentos utilizados.
Descriptivos Fiabilidad
Instrumento [ _ IC al 95% IC al 95%
Items Puntuacion M DE o o Ls [0) o LS
Autoconcepto | o Min.=010 g0 506 | 99 g7 92 91 88 .93
académico Max. = 8.92
Estrategiasde |, Min.=150 540 60 | g5 51 77 66 53 .79
aprendizaje Méx. =5.00
Aspectos Min. =1.00
sociofamiliares 3 Méx. =5.00 2.89 0.91 78 66 87 83 14 93
Elementos del Min. = 1.67
clima de clase 3 Mix =500 385 062 61 45 75 .66 51 .82

Respecto de la estimacion puntual de los coeficientes a de Cronbach y o de McDonald, se
puede sefialar que todos se encuentran por encima del valor .60, considerado suficiente en
primeras fases de la investigacion o estudios exploratorios (Huh et al., 2006; Nunnally, 1978), asi
como aceptable en instrumentos de medida con menos de 10 items (Loewenthal, 1996). Los
valores de oy o fueron calculados mediante el paguete JASP Team (2023).

En lineas generales, en virtud de la revision cualitativa y del analisis de fiabilidad basado en
las estimaciones obtenidas de los coeficientes a y o, puede afirmarse que las pruebas analizadas
poseen un desempefio psicométrico adecuado en el contexto de esta investigacion.

2.5. Aspectos del andlisis discriminante

A efectos de lograr el objetivo central de esta investigacion se implementaron estudios
cuantitativos que pertenecen al area de la estadistica multivariante. En particular, en el contexto
de las técnicas explicativas o de dependencia, como fuera anticipado, se ha elegido el andlisis
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discriminante (véase Uriel y Aldas, 2005). Se trata de un procedimiento de reduccion de datos
mediante el cual es posible obtener funciones capaces de separar dos 0 mas grupos de objetos,
eventos o individuos (variable dependiente (D): no métrica —de tipo categ6rica—), tomando como
base un conjunto de medidas sobre los mismos representadas por una serie de variables
(independientes (Xi): métricas —escala de intervalos o escala de raz6n-).

La expresion funcional del andlisis discriminante (AD) que permite diferenciar los datos
muestrales es la que se observa en la ecuacion (1):

D=po+ fiXes+foXo+ ...+ Xi+ ...+ X @

Esta funcion discriminante se utiliza en caso de que los coeficientes que se obtengan (5),
luego de analizar los datos, sean no estandarizados. De lo contrario (coeficientes estandarizados),
debe emplearse una expresion similar a la ecuacion (1), pero sin el término constante (f).

Ahora bien, una vez que se obtienen los coeficientes estandarizados, los mismos resultan de
utilidad para identificar cuéles son las variables que contribuyen en mayor medida a discriminar
las observaciones muestrales. En cambio, los coeficientes no estandarizados se emplean para la
construccidn de una ecuacion que permite obtener la ubicacion de los centroides (valores medios
de cada grupo), asi como para clasificar los individuos en los grupos definidos a priori.

En virtud de lo que antecede, la aplicacion de la técnica AD permitira, una vez obtenida la
ecuacién que mejor se ajuste a la realidad objeto de estudio, clasificar el rendimiento académico
de los estudiantes en los dos niveles, aprobados y suspensos, establecidos de antemano (rol
explicativo del modelo). También, si fuera de interés, podria emplearse el modelo para
caracterizar o diferenciar el rendimiento, en cada grupo, de nuevos individuos pertenecientes a la
poblacion de la que proviene la muestra seleccionada (finalidad predictiva del modelo).

Cabe sefialar que los supuestos previos del AD son los mismos que los del analisis de
regresion mdaltiple. En especial, debe cumplirse que la distribucion de las variables
independientes sea normal multivariante. No obstante, existe clara evidencia, tanto matematica
como empirica, de que las pruebas con una sola variable dependiente son altamente robustas
bajo la violacién de los principios de normalidad y homocedasticidad, excepto cuando las
muestras son muy pequefias y desiguales (Hair et al., 2019; Rencher, 2002; Tabachnick y Fidell,
2013).

En el analisis multivariante, sostiene Harris (2001), la tendencia esta en considerar que en
muestras grandes (en general, mayores a 30 observaciones) sus métodos son suficientemente
robustos como para ser insensibles a ligeras desviaciones de los supuestos estadisticos. Este
hecho, permite que las técnicas que poseen esta caracteristica sean mas flexibles y, por ende,
menos restrictivas a la hora de pensar en su posible aplicacién, lo que es importante cuando los
estudios utilizan evidencias empiricas, como ocurre en esta investigacion.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Esta seccion se inicia con la presentacion de los resultados de ANOVAs univariados, para las
cuatro variables independientes de este estudio, los cuales se muestran en la Tabla 4. En la
misma, a continuacion de lambda (1) de Wilks, se encuentra el estadistico de prueba F de Fisher,
junto con su grado de significacion, a través del cual fue posible contrastar la hipétesis nula de
igualdad de medias entre los grupos de la variable rendimiento matematico (Tabachnick y Fidell,
2013).
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Tabla 4
Prueba de igualdad de medias entre grupos.
Variable A F Valor p
Autoconcepto 88 17.74 00
académico ' ' '
Estrategias de 89 16.63 00
aprendizaje ' ' '
Aspec_to_s 94 7.86 .01
sociofamiliares
EI_ementos del 97 4.12 .04
clima de clase

Se puede ver que para un nivel de significacion a = .05, las cuatro variables independientes
analizadas permiten rechazar la hipétesis nula. Cada una de ellas indica que existe diferencia
significativa entre los dos grupos de alumnos que forman parte de la muestra (en todos los casos el
estadistico F tiene asociado un valor p < .05).

En el test de homocedasticidad del modelo se utilizé el estadistico M de Box = 8.87, con el
objeto de contrastar la hip6tesis nula de que las matrices de covarianzas para cada grupo de la
variable dependiente proceden de la misma poblacion (Hair et al., 2019). En este caso, debido a
gue M tiene asociada una F de Fisher = .85 con un valor p = .58, es posible sostener que no
existen evidencias suficientes para rechazar la hip6tesis nula, por lo cual se concluye que ambos
grupos de alumnos (aprobados y suspensos) presentan la misma variabilidad; uno de los supuestos
en los que se fundamenta la técnica, junto con la independencia de las observaciones y la
normalidad multivariante de las variables discriminantes.

La prueba A de Wilks se emplea para determinar si el modelo que se propone es valido
(contraste de significacion global). Para ello, se calculd A = .78 y su valor transformado y? de
Pearson = 33.28, al cual le corresponde un valor p = .00, motivo por el que se puede decir que se
rechaza la hipoétesis nula de que los grupos comparados tienen promedios iguales en el conjunto
de las cuatro variables discriminantes (Rencher, 2002). Luego, con un nivel de confianza del
95%, se tiene evidencia suficiente para sostener que el modelo posee validez estadistica, debido
a que el valor p resulté menor que .05.

Los estadisticos M de Box y A de Wilks, fueron convertidos en valores que siguen
distribuciones F de Fisher y »? de Pearson, respectivamente, con el objeto de que sea posible llevar
a cabo la prueba de hipdtesis inherente a cada uno de ellos.

La Tabla 5 contiene una version estandarizada (cada una de las variables clasificadoras
poseen M = 0 y DE = 1) de los coeficientes de la funcién canonica discriminante. Estos
coeficientes tienen la caracteristica de ser independientes de la métrica original de las variables
predictoras, lo cual evita que haya problemas de interpretacion que pueden presentarse cuando
los items poseen distinta escala de medida, tal como sucede en esta investigacion.

Tabla b
Coeficientes estandarizados de la funcion candnica discriminante.

V1 = Autoconcepto  V, = Estrategias de V3 = Aspectos V4= Elementos del

Variable L o . L .
académico aprendizaje sociofamiliares clima de clase

Magnitud .64 48 37 —.56
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La magnitud de los coeficientes estandarizados es un indicador de la importancia que tiene
cada variable en el calculo de la funcién discriminante. En este sentido, se observa que la
variable Autoconcepto académico tiene una influencia superior (f1 = .64) a la ejercida por las
demas variables independientes, a la hora de explicar o predecir el grupo de pertenencia de los
estudiantes (Aprobados —A—, Suspensos —S-).

El signo positivo del coeficiente de las variables discriminantes Vi, V2 y V3, significa que los
alumnos con buen rendimiento matematico han optado por seleccionar valores medios o altos a
la hora de responder los items que respectivamente las conforman.

Por el contrario, el signo negativo del coeficiente de Va4 (82 = —.56) esta indicando que los
estudiantes con buen rendimiento en Matematicas puntuaron bajo las respuestas a los items que
integran esta variable latente.

A partir de la ecuacion (1) y utilizando los coeficientes que aparecen en la Tabla 5, la
funcion discriminante relativa al presente estudio es la que se aprecia en la ecuacion (2):

Das=.64Vi+ .48V, + .37V3— .56V, (2)
En la Tabla 6 se observa, para las cuatro variables independientes, la media por separado para

el grupo de aprobados, n; = 39, y suspensos, n, = 103, asi como la magnitud de los coeficientes no
estandarizados de la funcion discriminante.

Tabla 6
Valores medios y coeficientes no estandarizados de la funcion discriminante.

Vi = Autoconcepto  V, = Estrategias de V3 = Aspectos V4 = Elementos del

Variable académico aprendizaje sociofamiliares clima de clase
Aprobados 6.14 3.69 3.13 3.72
Suspensos 4.61 3.26 2.79 3.89
Magnitud .33 .83 41 -90

En caso de utilizar los coeficientes no estandarizados, la funcion discriminante resultard
como se muestra en la ecuacion (3) (advertir la presencia del término constante S, = —2.18, el
cual es exclusivo para este tipo de funcion discriminante —ver ecuacién (1)—; es decir, no
estandarizada):

Das=-2.18+ .33V + .83V, +.41V3—-.90V, (3)

La evaluacion de la ecuacion (3) en los valores medio de cada variable explicativa en los
grupos Ay S (definidos a priori en la variable Rendimiento matematico), dara la posibilidad de
obtener la ubicacion de los respectivos centroides (cabe sefialar que el programa SPSS brinda
estos valores, aunque igualmente se realiza la explicacion a efectos de mostrar una interesante
utilidad de los coeficientes no estandarizados).

Da=-2.18 + .33x6.14 + .83%3.69 + .41x3.13 — .90x3.72 = .84 4)

Ds=-2.18 + .33x4.61 + .83x3.26 + .41x2.79 — .90%x3.89 = —.32 (5)
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Se observa que para el grupo de alumnos aprobados se obtiene, en promedio, una
puntuacion positiva en la funcién discriminante (Da = .84). En cambio, en el grupo de
estudiantes suspensos, se obtiene una puntuacion media negativa (Ds = —.32).

Los centroides —puntuaciones medias de cada grupo a través de la ecuacion (3)- resultan de
gran utilidad para interpretar los valores de la funcion discriminante. Asi, por ejemplo, si se
desconociera el rendimiento académico de un alumno, pero se dispone de los datos de las
variables independientes, se podria calcular la puntuacion discriminante por medio de la ecuacion
(3) (finalidad predictiva del modelo discriminante). Posteriormente, a partir del valor que se
obtenga, se procederia a clasificar o asignar el individuo al grupo de cuyo centroide se encuentre
mas proximo. Esto es, si el valor calculado por medio de la ecuacion (3) resulta positivo el
alumno deberia ser clasificado en el grupo de aprobados; por el contrario, si fuera negativo, el
estudiante corresponde que sea asignado al grupo de suspensos.

Si bien hasta el momento se ha logrado obtener el modelo discriminante, ecuacion (3), asi
como identificar cuales son las variables que poseen mas poder para explicar el grupo de
pertenencia de los individuos, ecuacién (2); la mayor utilidad de una funcién discriminante radica
en su capacidad para clasificar nuevos casos.

En efecto, luego de lograda la funcion discriminante y obtener los centroides, se podria
emplearla para efectuar una clasificacion de los mismos casos utilizados para estimar los
coeficientes de la funcién (rol explicativo del modelo discriminante).

Con el proposito de contrastar el grado de eficacia de la funcidn candnica discriminante
desde el punto de vista de la clasificacion, se presenta la Tabla 7. En ella es posible distinguir el
nimero de sujetos correcta e incorrectamente clasificados mediante el procedimiento previamente
descrito. La regla de clasificacion que ofrece SPSS discrimina sin error 124 estudiantes (28
aprobados y 96 suspensos, se encuentran sobre la diagonal principal de la tabla), que sobre el total
de 142 sujetos representan el 87.32%.

Tabla 7
Resultados de la clasificacion.
Rendlm! e_nto Aprobados Suspensos Total
matematico
Aprobados 28 (71.79 %) 11 (28.21%) 39 (100.00 %)
Suspensos 07 (06.80 %) 96 (93.20 %) 103 (100.00 %)

Se puede sostener, en virtud de los valores alcanzados, que el procedimiento en su conjunto
(funcion discriminante + regla de clasificacion) posee una eficacia correcta, motivo por el cual
se considera que el disefio metodoldgico implementado ha sido adecuado y produjo los
resultados esperados.

4. CONCLUSIONES

Lo primero que se debe sefialar es que la técnica estadistica aplicada, perteneciente al area del
andlisis multivariante, ha permitido lograr el objetivo planteado; esto es, elaborar un modelo
con capacidad razonable para discriminar cuando los sujetos deben pertenecer a un grupo o al
otro (aprobados y suspensos, definidos de antemano por medio de la variable dependiente), a
partir de un conjunto de medidas sobre los individuos (representadas por una serie de variables
explicativas propias del sujeto y de su entorno socioeducativo).
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Desde el punto de vista de los resultados alcanzados, las variables personales Vi =
Autoconcepto académico y V. = Estrategias de aprendizaje, unidas a las variables contextuales Vs
= Aspectos sociofamiliares y V4 = Elementos del clima de clase, tanto en forma individual como
en conjunto, son de utilidad para discriminar entre las medias de los grupos de la variable
dependiente. La contribucion que cada una de ellas realiza, a efectos de diferenciar entre
aprobados y suspensos, es diferente; en este sentido, el predictor que méas aporta es el
Autoconcepto académico.

Los coeficientes no estandarizados de las variables Vi, V> y Vs, son los que, en sentido
directo y en el orden indicado, mayores importancias tienen en el célculo de la funcion
discriminante. El signo positivo que cada uno posee significa que aquellos estudiantes con buen
rendimiento en la asignatura AMI eligieron valores medios o altos a la hora de puntuar los items
de las pruebas respectivas. El signo negativo del coeficiente —de magnitud significativa— de la
variable V4, sefiala que los alumnos con buen rendimiento matematico optaron por puntuaciones
bajas al responder las preguntas del cuestionario correspondiente.

Las variables explicativas fueron contrastadas empiricamente, a través de los estadisticos F de
Fisher y »? de Pearson, resultando todas relevantes a efectos de explicar o predecir los resultados
académicos en el contexto de este estudio.

Asimismo, el modelo que se propone permite la formulacion de medidas educativas y de
apoyo personalizadas, en funcion de sus variables explicativas, las cuales pueden mejorar el
rendimiento académico en Matemaéticas y contribuir al éxito de los estudiantes en sus estudios
universitarios.

Es necesario tener presente que los datos con los que se llevd a cabo esta investigacion
pertenecen a estudiantes matriculados en una materia determinada que integra el plan de estudio
de ciertas carreras que se ofrecen en un centro académico especifico. Debido a ello, resulta
necesario ser muy cuidadosos a la hora de extender o extrapolar los resultados y conclusiones
logradas a otras poblaciones educativas no representadas en la muestra que permitié implementar
este estudio.

No obstante, se considera que la metodologia implementada y la aplicaciéon de la técnica
analisis discriminante fueron decisiones correctas y un paso adelante en el estudio de la
problemaética abordada, como también un aporte a la comunidad académica y cientifica interesada
en el tema objeto de estudio.

Finalmente, se estima que este trabajo puede servir como referencia para futuras
investigaciones que se realicen en la misma linea, quizas con los matices que el escenario de
aplicacion demande, las que sin duda seran de utilidad para enriquecer el modelo funcional que en
este desarrollo ha sido propuesto.
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Resumen: En este documento se presentan los resultados de la implementacion de una propuesta
didactica en la que se integran, de manera interdisciplinar, matematicas y educacion fisica, llevada a
cabo con estudiantes de 6° curso de Educacién Primaria. La propuesta didactica implementada se
enmarca en el desarrollo de una situacion de aprendizaje en los términos propuestos por la normativa
curricular actual. En este sentido, con la implementacidn de esta propuesta, se pretende el desarrollo de
competencias especificas de las areas de conocimiento referidas. La experiencia se desarrolla siguiendo
las fases propias de una investigacion de disefio: estudio preliminar, disefio de la propuesta,
implementacion y valoracion-reflexién sobre la implementaciéon. Se incluyen, en relacién con la
implementacion, valoraciones del alumnado sobre su grado de aceptacion personal y social. Los
resultados indican que la propuesta implementada contribuye al desarrollo de competencias especificas
de las areas involucradas y la aceptacion personal y social del alumnado, por lo que se recomienda su
uso con estudiantes de 6° curso.

Palabras clave: interdisciplinariedad, matematica y educacién fisica, situacion de aprendizaje,
propuesta didactica.

Exploring the interdisciplinarity between mathematics and physical education

Abstract: This paper presents the results of the implementation of a teaching proposal that integrates
mathematics and physical education in an interdisciplinary manner with sixth-grade primary school
students. The implemented teaching proposal is framed within the development of a learning situation
within the terms proposed by current curriculum regulations. In this sense, the implementation of this
proposal aims to develop specific competencies in the aforementioned areas of knowledge. The
experience is developed following the phases of design research: preliminary study, proposal design,
implementation, and evaluation-reflection on the implementation. In relation to the implementation,
student assessments of their degree of personal and social acceptance are included. The results indicate
that the implemented proposal contributes to the development of specific competencies in the areas
involved and to the personal and social acceptance of students. Therefore, its use is recommended with
sixth-grade students.

Keywords: interdisciplinarity, mathematics and physical education, learning situation, teaching
proposal.

Como citar: Lopez-Martin, F. J., Rivas-Olivo, M. y Fernandez-Plaza, J. A. (2025). Explorando la
interdisciplinariedad entre Matematica y Educacion Fisica. Epsilon, 119, 21-35.
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1. INTRODUCCION

Explorar distintas estrategias pedagégicas para mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje
constituye una de las preocupaciones fundamentales de la didactica y de quienes se
desenvuelven en la tarea de la ensefianza. Entre estas, se encuentra la interdisciplinariedad, un
enfoque pedagdgico que destaca por su ambicion de integrar diversas areas de conocimiento con
el fin de ensefiar a resolver problemas en contextos variados, especialmente en aquellas
situaciones que podrian darse en la vida cotidiana de cualquier persona (Almenares-Lopez et al.,
2019; Diaz-Lucea, 2010; Karaly, 2021). Este enfoque de ensefianza, en el ambito educativo, es
un ideal largamente perseguido, pero su incorporacion efectiva en la practica docente ha
enfrentado multiples desafios. La falta de una definicion clara y ejemplos practicos, junto con la
percepcion de su implementacién como una carga adicional para los docentes, la falta de
recursos Yy la rigidez de los horarios, entre otros, ha limitado su adopcién y puesta en practica en
las aulas escolares (Agazzi, 2002; Almenares-Lépez et al., 2019; Lenoir, 2013). Sin embargo, la
constante evolucién del sistema educativo, impulsada por investigaciones y la blsqueda de
innovacion, ha mantenido viva la interdisciplinariedad como una estrategia potencial para
enriquecer el aprendizaje (Casado-Fernandez y Chica-Romero, 2023; Karali, 2021).

La reciente normativa educativa (LOMLOE, 2020; Orden de 30 de mayo, 2023; Real
Decreto 157/2022) resalta la importancia de planificar la ensefianza a partir de situaciones de
aprendizaje reales, presentando asi una oportunidad para integrar la interdisciplinariedad en el
curriculo. Esta aproximacion se alinea con el reconocimiento de las dificultades que enfrentan
los estudiantes durante los procesos de ensefianza-aprendizaje y la necesidad de proveer
contextos reales que faciliten su comprensién y aplicacion. De acuerdo con Bell-Rodriguez et
al. (2022), las actividades interdisciplinares pueden ofrecer nuevas dimensiones a la ensefianza
y responder a los intereses y necesidades del alumnado.

Sobre la base de lo expuesto, reconociendo el potencial que tiene la interdisciplinariedad en
la posible mejora del proceso de ensefianza- aprendizaje, en este documento se presentan los
resultados del disefio e implementacion de una propuesta didactica interdisciplinar, elaborada
con el fin de explorar la mejora de ese proceso. En este escenario, en funcién de los intereses de
los investigadores y en el contexto del desarrollo de un Trabajo de Fin de Master en el &mbito
educacional, se ha optado por una integracion interdisciplinar entre matematica y educacién
fisica, la cual, de acuerdo con la literatura consultada, constituye un espacio con un potencial
considerable (Alvarez-Vargas et al., 2023; Arias-Otero y Lafuente-Fernandez, 2022; Martinez-
Hita y Martinez-Hita, 2017; Rodriguez-Martin y Busca Donet, 2022; Valentini y Sbarbati,
2024). La propuesta didactica disefiada y aplicada, basada en la creacion de problemas
matematicos contextualizados en el ambito de la educacion fisica, es un ejemplo de cdmo esta
integracion puede darse de manera practica, concebida con el fin de motivar al alumnado,
fomentando un aprendizaje mas relevante y significativo en ambas areas del conocimiento. Se
pretende fortalecer las competencias matematicas del alumnado al enfrentar desafios practicos y
relevantes para ellos, contextualizados en la educacién fisica. Desde una perspectiva
pragmatica, el disefio e implementacion de la propuesta didéctica tiene como objetivo
determinar si los resultados que se obtienen por medio de su implementacién coinciden con la
apuesta comun y positiva referida en la literatura (Sneck et al., 2019), y, en particular,
determinar la viabilidad de la propuesta elaborada en un centro escolar real.
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Si bien lo sefialado constituye algunos de los fines del presente trabajo, se debe sefialar
que especificamente la aplicacion de la propuesta tiene como objetivos especificos los
siguientes:

OEL. Determinar los posibles efectos que tiene la implementacion de una propuesta
interdisciplinar entre matematicas y educacion fisica en el nivel competencial de
estudiantes de 6° curso de educacion primaria.

OEZ2. Determinar el efecto que tiene la implementacion de la propuesta didactica en el
grado de aceptacion personal y social del alumnado de 6° curso de educacion
primaria, seglin su propia percepcion, a partir de su participacion en esta.

A continuacion, se presenta lo relativo a la fundamentacidn teérica de la propuesta, la

metodologia que se ha seguido en el desarrollo de esta investigacion, una descripcion de la
propuesta implementada y los resultados de su implementacion.

2. FUNDAMENTACION TEORICA

La interdisciplinariedad como objetivo a lograr en el desarrollo de la ensefianza se encuentra
respaldada desde al menos dos perspectivas: la institucional-oficial, sostenida por los
documentos oficiales (LOMLOE, 2020; OECD, 2024) y la sostenida por la investigacion e
innovacion y sus resultados (Arias-Otero y Lafuente-Fernandez, 2022; Lenoir, 2013; Valentini
y Sharbati, 2024; Van der Linde, 2014). No obstante, en ninguna de las dos perspectivas es
posible encontrar lineamientos tedricos regulativos-orientadores de la actividad interdisciplinar.
En el caso de esta investigacion se trata, de acuerdo con Lenoir (2013), de establecer conexiones
entre dos disciplinas escolares, de accion reciproca entre ellas, con el fin de promover procesos
de ensefianza y aprendizaje

Este enfoque se distingue de otros dos que han tenido lugar en el desarrollo de propuestas y
de investigaciones, a saber: los que hacen énfasis en una de las disciplinas (Cernigoj y Volmut,
2021; Karali, 2021) o los que no establecen una conexion autentica entre ambas (Agirre et al.,
2021; Rodriguez-Mufiiz y Sanchez-Diaz, 2017).

Por otra parte, desde una perspectiva didactica, se reconocen tres enfoques tedricos-
metodoldgicos en los que se basan las acciones incluidas en la propuesta didactica: (a) el
desarrollo de un curriculo basado en competencias, fundamentado basicamente en lo expuesto
en los documentos curriculares oficiales (LOMLOE, 2020; OECD, 2024), (b) el aprendizaje
basado en problemas (Barrow, 1986), puesto que el alumnado debera resolver problemas
matematicos contextualizados en actividades deportivas, por medio de lo cual informaran sobre
el desarrollo competencial alcanzado, y (c) el aprendizaje cooperativo (Johnson et al., 1999),
puesto que la actuacion del alumnado al resolver los problemas se hara en equipos de trabajo.

Finalmente, en funcidn de la fundamentacion curricular asumida, se presentan en la Tabla 1
la concrecion curricular del &rea de Matematica, involucrada en la propuesta didactica, y en la
Tabla 2 la correspondiente a Educacion Fisica. En la Tabla 1 se presentan las cuatro
competencias especificas del area de Matematica que se pretenden desarrollar, asi como los
criterios de evaluacion y saberes basicos asociados a estas. De manera similar en la Tabla 2 se
presentan las del area de Educacion Fisica.

La propuesta didactica consiste en el desarrollo de un circuito en el patio del centro,
conformado por tres estaciones, en el que el alumnado, trabajando en equipos, resuelve
situaciones matematicas sobre el sentido espacial y de la medida, relacionadas auténticamente
con una actividad deportiva que se debe realizar en cada estacion. El alumnado registra los
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resultados de su actividad fisica en un instrumento que sirve para obtener los datos que
informan sobre el nivel competencial logrado.

Tabla 1
Relacion entre competencias especificas, criterios de evaluacion y saberes basicos de
matematicas presentes en la propuesta interdisciplinar.

Matematicas

24

Competencias especificas Criterios de Saberes bésicos
evaluacion
2-Resolver situaciones problematizadas, aplicando 2.1.a. MA.03.A.3.2. MA.03.A.3.3.
diferentes técnicas, estrategias y formas de MA.03.A.3.5. MA.03.A.5.2.
razonamiento, para explorar distintas maneras de MA.03.C.4.1. MA.03.C.4.2.
proceder, obtener soluciones y asegurar su validez
desde un punto de vista formal y en relacién con el 2.2.a. MA.03.A.1.1. MA.03.A.2.2.
contexto planteado. MA.03.A.3.7.
2.3.a MA.03.A.2.5. MA.03.A.2.6.
MA.03.A.3.6.
5-Reconocer y utilizar conexiones entre las diferentes 5.1.a. MA.03.B.3.1. MA.03.B.3.2.
ideas matematicas, asi como identificar las MA.03.B.3.3. MA.03.B.3.4.
matematicas implicadas en otras areas o en la vida MA.03.C.1.1. MA.03.C.1.2.
cotidiana, interrelacionando conceptos y MA.03.C.1.3.
procedimientos, para interpretar situaciones y
contextos diversos. 5.2.a. MA.03.C.3.1. MA.03.C.3.2.
MA.03.C.4.4. MA.03.F.2.3.
6-Comunicar y representar, de forma individual y 6.1.a. MA.03.A.2.7. MA.03.A4.1.
colectiva, conceptos, procedimientos y resultados MA.03.A.4.5. MA.03.A.2.8.
matematicos, utilizando el lenguaje oral, escrito, MA.03.A.2.4. MA.03.A.2.6.
grafico, multimodal y la terminologia matematica MA.03.D.3.1
apropiada, para dar significado y permanencia a las
ideas matematicas. 6.2.a. MA.03.A.2.3. MA.03.E.1.1.
MA.03.E.1.2. MA.03.E.1.3.
MA.03.E.1.4. MA.03.E.1.5.
MA.03.E.1.6. MA.03.E.1.7.
8. Desarrollar destrezas sociales, reconociendo y 8.1.a. MA.03.F.1.1. MA.03.F.2.1.
respetando las emociones, las experiencias de los MA.03.F.2.2. MA.03.F.2.3
demés y el valor de la diversidad y participando
activamente en equipos de trabajo heterogéneos con 8.2.a MA.03.E.3.1. MA.03.F.2.4.
MA.03.F.2.5.

roles asignados, para construir una identidad positiva
como estudiante de matematicas, fomentar el
bienestar personal y crear relaciones saludables.

Fuente: Orden 30 de mayo (2023).
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3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION
3.1. Tipo de investigacion

El estudio que se ha realizado es una investigacion educativa de metodologia mixta (Creswell,
2018), ya que se usan tanto técnicas de andlisis cuantitativas como cualitativas. Dado que el
objetivo principal es determinar los efectos (nivel competencial, grado de aceptacion personal y
social) que tiene la implementacién de una propuesta interdisciplinar entre matematicas y
educacion fisica en educacion primaria, se ha desarrollado una investigacion de disefio
educativo (Bakker, 2018; Molina et al., 2011), la cual comprende las siguientes fases: (a)
estudio preliminar: revision de la literatura, (b) disefio de la propuesta, (c) implementacion de la
propuesta, (d) valoracion de la implementacion y (e) reflexion en torno a los resultados
obtenidos.

Tabla 2
Relacion entre competencias especificas, criterios de evaluacion y saberes basicos de
Educacion Fisica presentes en la propuesta interdisciplinar.

Educacioén Fisica

Competencias especificas Criterios de Saberes basicos
evaluacion
2. Adaptar los elementos propios del esquema corporal, las 2.1.a. EF.03.B.1. EF.03.B.4.
capacidades fisicas, perceptivo motrices y coordinativas, asi EF.03.D.2.
como las habilidades y destrezas motrices, aplicando procesos de
percepcion, decisién y ejecucion adecuados a la légica internay a 2.2.. EF.03.B.1. EF.03.C.L
los objetivos de diferentes situaciones, para dar respuesta a las EF.03.D.2.

demandas de proyectos motores y de précticas motrices con
distintas finalidades en contextos de la vida diaria.

2.3.a EF.03.C.1. EF.03.C.2.
EF.03.C.3. EF.03.C.4.

EF.03.C.5.
3.Desarrollar procesos de autorregulacion e interaccion en el 3.l.a. EF.03.D.1.
marco de la practica motriz, con actitud empatica e inclusiva,
haciendo uso de habilidades sociales y actitudes de cooperacion, 3.2.a. EF.03.D.2. EF.03.D.3.
respeto, inclusién, trabajo en equipo y deportividad, con EF.03.E.5.
independencia de las diferencias etnoculturales, sociales, de
género y de habilidad de los participantes, para contribuir a la 3.3.a EF.03.A.2. EF.03.A3.
convivencia social y al compromiso ético en los diferentes EF.03.D.2.
espacios en los que se participa. EF.03.D.4

Fuente: Orden 30 de mayo (2023).
3.2. Participantes

Los participantes del estudio fueron 24 estudiantes de dos grupos de clases de 6° curso de
educacion primaria (11 — 12 afios), 12 estudiantes por cada grupo-clase. La propuesta se
implementa en un colegio publico, de un barrio de una provincia andaluza. En este contexto,
durante la realizacion del practicum del méster, el primer autor de este articulo implement6 la
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propuesta. El proceso de seleccion de la muestra ha sido por conveniencia, sin utilizar métodos
de aleatorizacién (Creswell, 2018). El criterio de seleccidon de los sujetos consistié en los que
cumplieron con la siguiente condicion: asistentes a las clases de educacion fisica en la sesion en
que se implementd la propuesta didactica. Para tal implementacion se cont6 con la colaboracién
del personal del centro, especificamente, el profesor tutor del préctico y los profesores tutores
de los dos grupos de 6° curso, colaboraron de manera relevante con la implementacion.

3.3. Instrumentos

Los instrumentos a ser utilizados para el desarrollo de la propuesta interdisciplinar son dos:

() Instrumento de actividades interdisciplinares de matematicas y educacion fisica: al que
se va a referir en adelante con las siglas AIMEF. Se encuentra constituido por tres
situaciones-problema que se resuelven en el circuito de tres estaciones. En cada estacion
se deben realizar dos actividades cuyos resultados deben registrarse en el instrumento.
En general, la resolucion de cada una de estas requiere a la vez de la realizacion de una
actividad fisica, de la cual se obtienen datos cuyo tratamiento requiere de la actividad
matematica. Las actividades implicadas conectan de manera interdisciplinar saberes y
competencias de matematicas y de educacion fisica. En concreto se abordan los saberes
basicos de matematicas relacionados con el sentido espacial y la medida. De acuerdo
con la informacion de los profesores de los dos grupos de participantes, para el
momento de la creacion de este instrumento, el alumnado estaba estudiando estos
saberes basicos. Durante el desarrollo de las estaciones, el alumnado trabaja de forma
cooperativa, en grupos de cuatro integrantes, con el fin de aplicar los conocimientos
adquiridos en una actividad ludica y deportiva. El registro de los resultados de las
actividades propuestas en las tres estaciones (seis actividades), corresponde con los
criterios de evaluacion propuestos, por tanto, este permite obtener el nivel de logro de
las competencias especificas planificadas. De esta manera se pueden determinar los
efectos de la implementacion de la propuesta interdisciplinar. Este instrumento se
encuentra en AIMEF en la web. Para efectos de analisis de las respuestas dadas a las
actividades del instrumento se numeraran las actividades de forma correlativa. De esta
manera en la estacion 1 se tendran las actividades 1y 2; en la estacion 2 las actividades
3y 4,vyen laestacion 3 las actividades 5 y 6.

(I1) Cuestionario de valoracion intra e interpersonal: este cuestionario forma parte del
instrumento propuesto por Sanchez-Marti et al. (2019), denominado Cuestionario de
percepcion del aprendizaje a través de la retroalimentacion entre iguales. Este es un
instrumento validado que contiene una escala cuyos items se adaptan de manera
adecuada a uno de los objetivos especificos (OE2) propuestos en la investigacion. Esta
escala se encuentra constituida por siete items los cuales se refieren a la autoestima, a la
motivacion para el aprendizaje, a la integracion en equipos de trabajo, a la expresion de
emociones, a la responsabilidad con el aprendizaje y a la aceptacion de errores. Estos
aspectos se han incluido en la categoria “grado de aceptacion personal y social”. Para
efectos del presente trabajo la escala seleccionada se le ha dado el nombre de
Cuestionario de valoracion intra e interpersonal. Un ejemplar del cuestionario puede
verse al final de AIMEF en la web. Los items del cuestionario se responden haciendo
uso de una escala tipo Likert que va desde 1 a 5, siendo el niimero 1 “Totalmente en
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desacuerdo” y el 5 “Totalmente de acuerdo”. En adelante se va a referir a este
instrumento haciendo uso de sus siglas: CVIIP.

3.4. Procedimiento

Para llevar a cabo la investigacion, dado que la misma implicaba recoger datos de los
participantes, se activé el protocolo sobre proteccion de datos de la universidad a la que esta
adscrito el programa de master, en el que tiene lugar el Trabajo de Fin de Master referido, se
solicitaron los respectivos consentimientos informados de los/as representantes del alumnado y
se trataron los datos de manera totalmente andnima, evitando que el alumnado pudiera ser
identificado a partir de la informacion que se ha obtenido de este. Para la recogida de datos, se
emplearon dos sesiones de 1 hora cada una, con dos grupos diferentes de clase. Ambas se
realizaron de forma sucesiva, es decir, primero se realiz6 la actividad con una clase y
posteriormente con la otra. En cada sesion, se le explico al alumnado, de forma breve, como se
iba a desarrollar la clase, se forman los grupos y ya con todos los materiales preparados
previamente, se comienza a resolver los problemas planteados, en un ambiente de
competitividad entre los equipos participantes. Para cada sesién, se hicieron varias copias
impresas de los instrumentos AIMEF y CVIIP, con el fin de que el alumnado los completara,
resolviendo las actividades y retos propuestos, registrando de manera argumentada sus
respuestas en el papel. Ademas, se informo al alumnado y personal del centro sobre el prop6sito
académico de la investigacion y el trato an6nimo que se haria de la informacién a ser recogida.

3.5. Analisis de datos

Para el instrumento AIMEF se realizd en primer lugar un andlisis cualitativo del contenido de
las respuestas del alumnado, de cada una de las actividades de este instrumento, por medio del
uso de una rabrica. Asimismo, los niveles de logro establecidos en la rabrica permitieron
asignar una calificacion numérica al desempefio logrado por los equipos de estudiantes en cada
actividad del AIMEF, con puntajes que van entre 1 y 4 puntos. Luego, a partir de las
calificaciones de los desempefios observados, se realiz6 un analisis cuantitativo descriptivo
(frecuencia, media, desviacion tipica...), con el programa JASP, de los datos de las
calificaciones transcritos a este programa. Los andlisis realizados permiten obtener informacién
del nivel de desempefio-competencial del alumnado. De manera similar se procedidé con los
datos obtenidos del CVIIP, cuyo analisis permitio determinar el efecto que tiene la
implementacion de la propuesta en el grado de aceptacion personal y social del alumnado.

4. RESULTADOS

Para determinar los posibles efectos que tuvo la implementacion de la propuesta interdisciplinar
entre matematicas y educacion fisica en el nivel competencial de estudiantes de educacion
primaria, se realizaron las correcciones de las respuestas dadas por el alumnado a las seis
actividades del instrumento AIMEF. Las correcciones de las respuestas, realizadas por medio de
la aplicacion de una rabrica, como se refirid en el apartado anterior, permitieron obtener
calificaciones numéricas (de 1 a 4 puntos) de las respuestas y, con ellas, los desempefios
competenciales del alumnado. Los resultados de esos desempefios se presentan a continuacion.
Para facilitar la informacion de los resultados, y dado que no existe intencién de comparar lo
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realizado por cada grupo de 6° curso, se han juntado los dos grupos en un Unico grupo
conformado por 24 estudiantes.

4.1. Nivel competencial general alcanzado por el grupo

En la Tabla 3 se presentan los resultados descriptivos (media, desviacion tipica, puntaje maximo
y minimo) de la aplicacién del AIMEF a los participantes de la experiencia. Se informa sobre
los resultados de cada actividad, dos por cada estacion.

Tabla 3
Resultados descriptivos del instrumento AIMEF

Estacion 1 Estacion 2 Estacion 3
Estadistico Actividad 1 Actividad 2 Actividad 3 Actividad 4 Actividad5 Actividad 6
Media 2.7 25 2.8 2.6 38 2.8
Desv. tipica 0.5 0.8 11 1.0 0.4 0.7
Minimo 2 2 1 1 3 2
Maximo 3 4 4 4 4 4

Referentes de los puntajes: 1=Insuficiente, 2=Suficiente, 3=Bueno, 4=Excelente.

Se observa en la Tabla 3 que en las actividades de la estacién 3 (Actividades 5y 6), con las
gue se desarrollan principalmente las competencias especificas 5 y 8, son las que han obtenido
las medias mas altas, es decir, donde el alumnado muestra un mejor desempefio. Mientras que,
en las actividades de la estacion 1 (Actividades 1 y 2), relativas a las competencias especificas
2,5, 6y 8y saberes basicos relacionados con las mediciones y comprobacion de las mismas,
son las que muestran las calificaciones mas bajas. No obstante, en general, se observa que todas
las puntuaciones medias son superiores a la media de las calificaciones, lo cual indica que ha
habido un nivel competencial general positivo cuyo valor se ubica por encima de la media y se
aproxima a un nivel competencial bueno.

4.2. Resultados en cada actividad del AIMEF
4.2.1. Estacion 1:
Actividad 1: Precision en la medicion, colaboracion y trabajo en equipo
En la Tabla 4 se presentan los resultados descriptivos de la actividad 1 del AIMEF, la cual

esta en relacion con las competencias especificas 2 y 8, y los criterios de evaluacion 2.1.a, 2.2.a,
8.1.3, 8.2.a.
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Tabla 4
Resultados descriptivos de la actividad 1
Puntaje Frecuencia  Porcentaje Porcentaje Acumulado
2 2 33.3 33.3
3 4 66.6 100
Total 6 100

1=Insuficiente, 2=Suficiente, 3=Bueno, 4=Excelente. Puntuacién media: 2.7.

Se observa en la Tabla 4 que la puntuacion media en la actividad 1 del AIMEF es de 2.7. Lo
cual indica que, en general, las competencias 2 y 8 se logran a un nivel positivo, ligeramente
inferior al puntaje 3 que se cualifica como un puntaje bueno. Se debe decir que el puntaje 3 se
logra mayoritariamente en las acciones relacionadas con la competencia 8, se observa que la
colaboracion dentro de los equipos fue buena. La mayoria del alumnado particip6 y colabord,
asumiendo responsabilidades individuales. Sin embargo, hubo estudiantes que no se mostraron
interesados en colaborar. Mientras que con respecto a la competencia 2 se observa que los
puntajes mas frecuentes estuvieron entre 2 y 3, lo que indica que el alumnado logr6 tomar
medidas de las figuras planas con una precision aceptable. Hubo algunos errores en las
mediciones que sugieren una comprensién moderada de las técnicas de medicion. Este resultado
muestra que los estudiantes pueden comparar y seleccionar estrategias para resolver problemas
de medicion, pero necesitan profundizar en la realizacion de este tipo de actividad para mejorar
la precision.

Actividad 2: Calculo de areas y perimetros

En la Tabla 5 se presentan los resultados descriptivos de la actividad 2 del AIMEF, la cual
esta en relacion con las competencias especificas 2, 5y 6 y los criterios de evaluacién 2.3.a,
5.1.4,6.1.a, 6.2.a.

Tabla 5
Resultados descriptivos de la actividad 2

Puntaje Frecuencia Porcentaje  Porcentaje Acumulado

2 4 66.6 66.6

3 1 16.6 83.3

4 1 16.6 100
Total 6 100

1=Insuficiente, 2=Suficiente, 3=Bueno, 4=Excelente. Puntuacién media: 2.5.

Se observa en la Tabla 5 un predominio del puntaje 2, es decir, la puntuacién media de la
escala, siendo la media de las calificaciones (2.5) ligeramente superior a ese puntaje. Esto indica
que, en general, aun cuando los puntajes se mantienen por encima de la media, los resultados
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obtenidos son mejorables. Se debe sefialar que la mejor puntuacion se logra en torno a la
competencia 2; el alumnado mostré un desempefio adecuado en el calculo de areas y perimetros,
aungue con errores que indican una comprension parcial de los conceptos matematicos y las
formulas necesarias. Esto sugiere que los estudiantes pueden realizar calculos matematicos
bésicos, pero necesitan desarrollar mas habilidades para comprobar y justificar la correccion de
sus soluciones. En lo que respecta a la competencia 5, la capacidad de aplicar conceptos
matematicos en la identificacion de figuras geométricas y en el calculo de areas y perimetros fue
aceptable. Los estudiantes pudieron movilizar conocimientos béasicos, pero deben fortalecer la
conexion entre diferentes elementos matematicos para una mayor precision. La competencia 6,
relacionada con la comunicacion matematica, tanto en términos de expresar resultados como de
utilizar la terminologia adecuada, necesitan ser mejoradas. Los estudiantes fueron capaces de
expresar sus resultados, pero con algunas imprecisiones y errores en el formato o terminologia.

4.2.2. Estacion 2:

Actividad 3: Identificacién y calculo

En la Tabla 6 se presentan los resultados descriptivos de la actividad 3 del AIMEF, la cual
esta en relacion con las competencias especificas 2 y 5, y los criterios de evaluacion 2.3a, 5.1.a,
5.2.a.

En lo que a la competencia 5 se refiere, el alumnado mostré un buen desempefio al
identificar figuras geométricas en la pista deportiva y calcular sus areas y perimetros. Este
resultado sugiere que los estudiantes pueden conectar conceptos matematicos con situaciones
del mundo real, aplicando sus conocimientos para resolver problemas practicos. Respecto a la
competencia 2, aunque la mayoria de los calculos fueron correctos, hubo que hacer algunas
correcciones, lo que indica que los estudiantes necesitan mejorar en la revision y justificacion de
sus soluciones matemaéticas para asegurar su validez. Se debe sefialar que en esta actividad se
presentd la mayor desviacion tipica y por tanto méas variedad respecto a las calificaciones, ya
gue ha habido 1 grupo que ha obtenido una cualificacién insuficiente (puntaje de 1) y ha habido
2 grupos que han obtenido una cualificacion de excelente (puntaje de 4).

Tabla 6
Resultados descriptivos de la actividad 3.
Puntaje Frecuencia Porcentaje Porcentaje Acumulado
1 1 16.6 16.6
2 1 16.6 33.3
3 2 33.3 66.6
4 2 33.3 100
Total 6 100

1=Insuficiente, 2=Suficiente, 3=Bueno, 4=Excelente. Puntuacién media: 2.8.



Lopez-Martin, F. J., Rivas-Olivo, M. y Fernandez-Plaza, J. A.

Actividad 4: Carrera de relevos

En la Tabla 7 se presentan los resultados descriptivos de la actividad 4 del AIMEF, la cual
se encuentra relacionada con las competencias especificas 5y 8, y los criterios de evaluacion
5.1.a,5.2.a,8.1.3,8.2.a

Tabla 7
Resultados descriptivos de la actividad 4

Puntaje Frecuencia Porcentaje Porcentaje Acumulado

1 1 16.6 16.6

2 1 16.6 333

3 3 50 83.3

4 1 16.6 100
Total 6 100

1=Insuficiente, 2=Suficiente, 3=Bueno, 4=Excelente. Puntuacién media: 2.7.

Se observa en la Tabla 7 una manifestacion diversa de los puntajes en los diferentes
equipos. No obstante, el puntaje 3 es el que presenta mayor frecuencia, lo que indica, junto a la
puntuacion media (2.7), que en general el nivel competencial del grupo se sitla cercano a un
puntaje bueno. Se observa en las respuestas del alumnado que en la competencia 5 aplicaron
conceptos matematicos para calcular distancias recorridas durante la carrera de relevos,
demostrando una capacidad adecuada para integrar matematicas con actividades fisicas. Sin
embargo, la precision en estos calculos y la justificacion matematica pueden mejorar. En cuanto
a la competencia 8, la colaboracion y el desempefio en la actividad fisica fueron buenos. Los
estudiantes participaron activamente y colaboraron apropiadamente en la carrera de relevos,
aunque no con la constancia esperada. Esto sugiere que los estudiantes pueden trabajar en
equipo y asumir roles, pero deben mejorar en la consistencia de su participacion y colaboracion.

Por razones de espacio no se presentan detalles respecto a los resultados de la Estacién 3
(actividades 5 y 6), ni del desarrollo de competencias de Educacion Fisica por parte de los
equipos. En general, los resultados a nivel descriptivo indican que la implementacion de la
propuesta didactica ha tenido un efecto positivo en el desarrollo competencial del alumnado
participante, tanto en matemaética como en educacion fisica.

4.3. Resultados de la valoracion intra e interpersonal (CVIIP)

Para determinar qué efecto tiene la implementacion de la propuesta en el grado de aceptacion
personal y social del alumnado, segin su propia percepcion, se ha realizado un analisis
descriptivo de las respuestas dadas por este al “Cuestionario de valoracion intra e interpersonal”
(CVIIP).

En la Tabla 8 se presentan los resultados descriptivos (media y desviacion tipica) de cada
uno de los siete items del CVIIP.
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Tabla 8
Resultados descriptivos del CVIIP.
items 1 2 3 4 5 6 7
Media 2.9 2.9 3.6 3.2 2.6 2.7 3.1
Desviacion Tipica 0.9 1.5 1.2 1.2 1.3 1.2 1.5

1=Totalmente en desacuerdo, 2=En desacuerdo, 3=Ni acuerdo ni en desacuerdo, 4=De acuerdo,
5=Totalmente de acuerdo

Se observa en la Tabla 8 que los items 3, 4 y 7, que se refieren a la integracién en el grupo,
la aceptacién por parte de los compafieros, y la aceptacion de errores, respectivamente, tuvieron
las respuestas mas positivas del alumnado, en relacion con el resto de los items. Por su parte, los
items 1, 2, 5y 6, que se refieren a la mejora en la autoestima, la motivacién para el aprendizaje,
la expresion de las emociones, y la responsabilidad hacia el aprendizaje, respectivamente,
presentan medias similares, en torno a 2.8, ligeramente inferiores a la media de los demas items
del cuestionario, pero ligeramente superiores a la media de la escala de calificaciones. Estos
resultados indican, en general, que el alumnado considera que la experiencia vivida con la
implementacion de la propuesta didactica ha tenido un efecto positivo sobre su grado de
aceptacion personal y social.

5. CONCLUSIONES E IMPLICACIONES PARA EL TRABAJO DOCENTE

En este estudio se ha evaluado la efectividad de una propuesta interdisciplinar entre
matematicas y educacién fisica en estudiantes de 6° de primaria. Como se ha visto en el
apartado de resultados la propuesta ha tenido un impacto positivo, con tendencia hacia puntajes
superiores a la media de la escala de calificaciones, en el desarrollo de competencias
especificas, particularmente en la competencia 5 (reconocer y utilizar conexiones entre ideas
matematicas y su aplicacion en contextos diversos...) y la competencia 8 (desarrollar destrezas
sociales y de trabajo en equipo...). Asimismo, las actividades de construccién de poligonos y
calculo de areas y perimetros fueron realizadas con pertinencia por la mayoria de los equipos, lo
gue sugiere que los estudiantes no s6lo comprendieron los conceptos geométricos, sino que
también pudieron aplicarlos efectivamente en contextos practicos, lo que da cuenta de su
desempefio competencial. Por tanto, se puede concluir que la propuesta ha alcanzado uno de los
objetivos que perseguia, ya que se ha conseguido determinar el efecto que tiene la propuesta
sobre el nivel competencial del alumnado. Estos resultados permiten recomendar el uso de esta
propuesta para el trabajo docente, en relacion con el desarrollo de las competencias especificas
tanto de matematicas como de educacion fisica a las que esta se refiere.

Se debe reconocer que, aun cuando la propuesta fue en general efectiva, se identificaron
aspectos del contenido matematico que requieren una mayor maduracion. De hecho se observo
que las actividades que requerian calculos mas precisos y justificados mostraron puntuaciones
maés bajas. Se considera que una profundizacion en la realizacion de los célculos numéricos, de
manera que estos se realicen con mayor frecuencia por el alumnado, puede mejorar la falta de
precision y la ausencia de justificaciones de los calculos involucrados en la propuesta.

Los resultados de la aplicacion del cuestionario sobre el grado de aceptacion personal y
social muestran que la implementacion de la propuesta tuvo un efecto positivo en los rasgos
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evaluados por medio de ese cuestionario, de acuerdo con la percepcion del alumnado
participante. En particular se ha observado que la propuesta es efectiva para la mejora de las
dinamicas sociales dentro del grupo de estudiantes. No obstante, en relacidn con la autoestima 'y
la motivacién hacia el aprendizaje, la propuesta tuvo un bajo efecto positivo, lo que llama a la
reflexion y a considerar la posible mejora de la propuesta atendiendo a estos resultados en estos
rasgos.

Finalmente, aun cuando la propuesta implementada favorece el desarrollo de las
competencias especificas de matemaéticas y educacion fisica, asi como el grado de aceptacion
personal y social del alumnado, también se debe sefialar que su disefio y aplicacion ha
involucrado algunas dificultades, puesto que se requiere de un tiempo considerable de trabajo
del docente para preparar este tipo de recursos y, ademas, se necesitan unos materiales y espacio
gue no siempre estan disponibles. Asimismo, se reconoce gque es complicado crear propuestas
que logren despertar el interés del alumnado, cuya implementacion eleve efectivamente el
desempefio tanto competencial como personal y social de este. Estas reflexiones conducen a
concluir que si bien el uso de este tipo de propuestas es viable y positivo, pero dado que su
elaboracion requiere de mucho esfuerzo y preparacion, es de relevancia capital el hecho de
poder contar con una ya elaborada, como es el caso de la propuesta implementada en este
articulo. En consecuencia es totalmente pertinente la recomendacion de su uso o algunas
similares, haciendo los ajustes/modificaciones que se estimen convenientes, en la tarea de la
ensefianza.
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Resumen: El aprendizaje del algebra lineal presenta desafios debido a la naturaleza abstracta de sus
conceptos. Superar estas dificultades requiere estrategias que fomenten la construccién activa y
auténoma de la comprension por parte de los estudiantes. Desde una perspectiva de disefio instruccional,
basada en la nocién de idoneidad didactica del EOS y sus componentes, en esta investigacion se disefid e
implementd applets en GeoGebra para el estudio de las transformaciones lineales, en un curso
universitario de Algebra Lineal. Se realizé una Investigacion Basada en el Disefio, que incluy6 el disefio
de una propuesta didactica, su implementacién con estudiantes de la Universidad Nacional (Costa Rica),
y su valoracion por medio de la aplicacion de: (a) un cuestionario de percepciones sobre el uso de los
applets y (b) el estudio de su idoneidad didactica. Los resultados indican que la propuesta es percibida
positivamente por el estudiantado, que esta satisface en buena medida las facetas de la idoneidad
didéctica, a la vez que se identifican aspectos de mejora en cada una de ellas. Se concluye reafirmando
la conveniencia de integrar tecnologias que permitan visualizar y manipular conceptos matematicos,
como los applets propuestos, que pueden facilitar y enriquecer el aprendizaje del algebra lineal.

Palabras clave: Transformaciones lineales, Applets, GeoGebra, Enfoque Ontosemidtico.
GeoGebra applets for the study of linear transformations from the EOS approach

Abstract: Learning linear algebra presents challenges due to the abstract nature of its concepts.
Overcoming these difficulties requires strategies that promote active and autonomous construction of
understanding by students. From an instructional design perspective, based on the notion of didactic
suitability of the EOS and its components, this research designed and implemented GeoGebra applets for
the study of linear transformations in a university-level Linear Algebra course. A Design-Based Research
approach was conducted, which included the design of a didactic proposal, its implementation with
students from the National University (Costa Rica), and its evaluation through: (a) a questionnaire on
perceptions about the use of the applets, and (b) the study of their didactic suitability. The results indicate
that the proposal is positively perceived by the students, satisfactorily meeting the facets of didactic
suitability, while identifying areas for improvement in each of them. The conclusion reaffirms the

Como citar: Oviedo, K., Jiménez, B., Ramirez, J. y Calderon, M. G. (2025). Applets en GeoGebra para el
estudio de transformaciones lineales desde el enfoque EOS. Epsilon, 119, 37-57.
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advantage of integrating technologies that allow for visualizing and manipulating mathematical
concepts, such as the proposed applets, which can facilitate and enrich the learning of linear algebra.

Key words: Linear transformations, Applets, GeoGebra, Ontosemiotic Approach.

1. INTRODUCCION

Diversas investigaciones apuntan las dificultades que tienen los estudiantes universitarios para
aprender los conceptos abstractos que se estudian en un curso de Algebra Lineal (Dorier et al.,
1997; Okta¢ y Gaisman, 2010; Sierpinska, 2000). El uso de diferentes lenguajes, la naturaleza
abstracta y el formalismo de los conceptos son sefialados como obstaculos que enfrentan los
estudiantes. Dubinsky (1997) sostiene que, al igual que en otras areas de las matematicas
universitarias, el aprendizaje del algebra lineal implica superar la dificultad que representa el
desarrollo de la comprension conceptual en los estudiantes. Para abordar este desafio, propone
la implementacién de estrategias pedagogicas que favorezcan la construccién mental de objetos
y procesos matematicos, permitiendo a los estudiantes construir sus propias comprensiones
sobre los objetos y procesos matematicos, mediante el trabajo activo con ellos.

El uso de tecnologias para introducir y estudiar conceptos en matematicas se ha convertido
en una valiosa herramienta en los Gltimos afios. Segun Godino et al. (2021), en la investigacién
en didactica de la matematica se le concede gran atencion a los cambios derivados de los
desarrollos tecnoldgicos, los cuales desafian las visiones tradicionales del curriculo, la
ensefianza, el aprendizaje y la evaluacién. El uso de tecnologias en la clase de matemaética tiene
influencias positivas (Baki, 2015) y generalmente tiene el objetivo de aprovechar las ventajas
gue ofrece el medio computacional para facilitar la exploracion, calculo, la experimentacion, la
resolucion de problemas y la modelizacion matematica (Ortega, 2002). Es decir, una de las
virtudes de las tecnologias es la posibilidad de que los estudiantes construyan sus propias
comprensiones sobre conceptos y procesos matematicos, manipulandolos, visualizando sus
propiedades, proponiendo y probando ideas.

En este estudio se toma en cuenta tanto las dificultades inherentes al aprendizaje de los
conceptos de algebra lineal, como los beneficios que la tecnologia puede ofrecer para facilitar
este proceso. Su objetivo fue disefiar, implementar y valorar el uso de applets en GeoGebra para
la ensefianza y el aprendizaje de las transformaciones lineales en un curso universitario de
Algebra Lineal. La eleccion a priori de GeoGebra se fundamentd en su acceso gratuito, su
facilidad de uso tanto para docentes como para estudiantes, y su gran utilidad para el analisis
gréafico de conceptos.

Dada su relacion con el disefio instruccional en educacion matematica, el objetivo de
investigacion se abordé desde una perspectiva fundamentada en la nocion de idoneidad
didactica del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS) y
sus seis componentes (Godino, 2013). Esta nocion y los indicadores empiricos que la
estructuran fueron introducidos por Godino y sus colaboradores como parte de una teoria de la
instruccion matematica desarrollada para mejorar la practica de la ensefianza de las
matematicas.

Diversas investigaciones han explorado el uso de applets para el estudio de
transformaciones lineales y otros conceptos del algebra lineal (Gallo et al., 2019; Camacho y
Oktag, 2017; Podevils y Montenegro, 2021). No obstante, este estudio no solo se centra en el
disefio e implementacion de los applets, sino que también integra los componentes de la
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idoneidad didactica del EOS como fundamento de la propuesta. Este enfoque enriquece el
disefio e implementacion de los applets y permite un analisis mas profundo de los aspectos
didacticos involucrados.

2. MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

2.1. Teoria de la idoneidad didactica y sus componentes

El EOS es un marco teorico propio de la Didactica de la Matematica que articula nociones sobre
la ensefianza y el aprendizaje del conocimiento matematico, resaltando la naturaleza relacional y
multidimensional de estos procesos, asi como su complejidad (Godino, 2013). Dentro de este
marco y como punto de partida de una teoria de disefio instruccional, la nocion de idoneidad
didactica se propone como una herramienta que permite valorar la adecuacion del proceso
educativo enfocandose en la intervencién de aula efectiva y puede aplicarse a una sesién de
clase, un material didactico, una unidad didactica, un curso, o un curriculo (Godino, 2013). Es
decir, este enfoque esta centrado en la mejora de la ensefianza de las matematicas, tanto a nivel
parcial como global.

Segun Breda et al. (2018), la idoneidad didactica de un proceso de ensefianza y aprendizaje
se entiende como el grado en que esta (0 una parte de esta) relinen ciertas caracteristicas que
permiten calificarlo como éptimo o adecuado para conseguir la adaptacion entre los significados
personales alcanzados por los estudiantes (aprendizaje) y los significados institucionales
pretendidos o implementados (ensefianza), teniendo en cuenta las circunstancias y recursos
disponibles (entorno).

En el trabajo de Godino (2013), la nocion de idoneidad didactica se describe a través de seis
componentes, cuya articulacion coherente y sistémica es requerida en un proceso de instruccion:

1. ldoneidad epistémica: Corresponde al grado de representatividad de los significados
institucionales pretendidos-implementados respecto a un significado de referencia. Los
componentes que permiten hacer operativa esta nocién de idoneidad son las situaciones
problema, los lenguajes, las reglas (definiciones, proposiciones o procedimientos), los
argumentos y las relaciones.

2. ldoneidad cognitiva: Se refiere al grado en que los significados pretendidos-
implementados se encuentren en la zona de desarrollo potencial de los estudiantes, asi
como la proximidad de los significados personales logrados. Sus componentes son los
conocimientos previos, las adaptaciones curriculares a las diferencias individuales y el
aprendizaje, considerando las mismas componentes de la idoneidad epistémica.

3. ldoneidad interaccional: Expresa el grado en que las trayectorias y configuraciones
didacticas permiten identificar conflictos semidticos potenciales y resolver los conflictos
presentados durante la instruccion. Los componentes que permiten hacer operativa esta
idoneidad son la interaccion docente-discente, la interaccion entre alumnos, la
autonomia y la evaluacion formativa.

4. Idoneidad mediacional: Indica el grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales que se requieren para desarrollar la ensefianza y el aprendizaje.
Sus componentes incluyen los recursos materiales (manipulativos, ordenadores,
calculadoras, entre otros), la cantidad de estudiantes y las condiciones de aula y tiempo.
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5. Idoneidad afectiva: Se refiere al grado de implicacion, interés y motivacion del
estudiantado en el proceso de estudio. Los componentes que articulan esta idoneidad son
los intereses y necesidades, las actitudes y las emociones.

6. ldoneidad ecologica: Indica el grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo institucional (centro, escuela y sociedad) y a las condiciones de su entorno.
Sus componentes son la adaptacion al curriculo, la apertura hacia la innovacién
didactica, la educacion en valores, las conexiones intra-interdisciplinares y la adaptacion
socio-profesional y cultural.

Godino (2013) advierte que tales componentes de la idoneidad didactica no deben
considerarse como facetas independientes, pues se manifiestan interrelacionadas. A modo de
ejemplo, este autor explica que emplear un recurso tecnolégico (mediacional) puede permitir
abordar ciertos temas, objetos, procesos o representaciones (epistémica-cognitiva), afectando las
interacciones profesor-estudiantes (interaccional), e incluyendo el interés y la motivacién
estudiantil (afectiva), asi como en el alcance de los aprendizajes (ecoldgica).

2.2. Teoria de la idoneidad didactica y sus componentes

Uno de los componentes de la idoneidad epistémica, centrada en los significados institucionales
pretendidos respecto a un significado de referencia, esta constituido por las reglas (definiciones,
proposiciones, procedimientos) necesarias para el estudio cada tema. En el caso del estudio de
las transformaciones lineales, segun Weller et al. (2002), la construccion del concepto
transformacion lineal se fundamenta en una funcion definida entre dos espacios vectoriales,
donde los objetos espacio vectorial y funcion se coordinan para construir una transformacion.
Para esto, un individuo necesita de una férmula explicita que le permita tomar un vector del
dominio y transformarlo con una regla de asignacion definida para obtener un vector de salida.
De acuerdo con esto es fundamental la definicion de espacio vectorial. Esta definicién, a través
de la comprension del concepto de funcion, permite que el individuo pueda determinar que la
suma de dos elementos cualesquiera del espacio es un nuevo vector del espacio y que, por tanto,
es posible determinar su imagen en dicho espacio (Roa-Fuentes y Oktag, 2010).

En cuanto a la idoneidad cognitiva, uno de sus componentes es el conocimiento previo de
los estudiantes. Roa-Fuentes y Okta¢ (2010) apuntan que una de las nociones fundamentales
para poder construir el concepto de transformacion lineal es la nocion de funcién. Dominando
este concepto, el individuo puede abordar las funciones como objetos, desentrafiando el proceso
mediante el cual se construyé dicho objeto para aplicarlo a una situacion especifica. Esto le
permitira utilizar, de manera flexible y sin dificultad, los elementos del proceso o del objeto
segun lo requiera. Otros conocimientos previos que debe tener el estudiante son los conceptos
de operacion binaria y de combinacion lineal, los cuales estdn muy relacionados con los
conceptos de espacio vectorial y de vector, las operaciones producto por un escalar y suma
vectorial, y el uso del cuantificador universal v (Roa-Fuentes y Oktag, 2010).

Respecto a la idoneidad interaccional, la resolucion de conflictos cognitivos por medio de
las acciones en la clase debe atender por ejemplo a las confusiones que se presentan al pasar de
R”n y matrices a trabajar en un espacio vectorial abstracto (Aguilar y Véasquez, 2020). En
general, los principales conflictos que se identifican en la ensefianza-aprendizaje de las
transformaciones lineales estan relacionados con la naturaleza abstracta del contenido y el uso
de diferentes tipos de lenguajes y representaciones utilizados en el discurso desarrollado en el
aula (Rodriguez, 2002).
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En el caso de la idoneidad mediacional, relacionada con el grado de adecuacién de recursos
materiales, en la ensefianza del algebra lineal se recomienda utilizar recursos tecnolégicos como
complemento para ciertos temas. Por ejemplo, Campos et al. (2021) plantean que el empleo de
un sistema de geometria dinamico, como GeoGebra, proporciona herramientas que facilitan los
procesos del pensar mateméaticamente, como la identificacion de patrones y la formulacion y
justificacion de conjeturas para un topico especifico dentro de un curso tipico de Algebra
Lineal. Ademas, Karrer y Santos (2018) mencionan que el uso del software matematico permite
visualizar, simultdneamente, las relaciones entre diferentes conceptos, realizar tratamientos
dindmicos y gréaficos, lo que posibilita un tratamiento diferente de los objetos matematicos y
propicia nuevas comprensiones de estos.

En relacion con la idoneidad afectiva, que se enfoca en la implicacion, el interés y la
motivacién de los estudiantes, Hernandez y Juarez (2018) evaluaron el grado de satisfaccion de
estudiantes de matematicas avanzadas, incluyendo &lgebra lineal, en comparacion con sus
expectativas iniciales. Sus resultados mostraron que, entre todas las facetas de la idoneidad
didactica, la afectiva fue la Unica en la que la percepcion de la experiencia de aprendizaje no
coincidid6 completamente con las expectativas previas. Por otro lado, Gallego-Lopez et al.
(2018) determinaron que la incorporacion de GeoGebra como herramienta de mediacion en el
aprendizaje del célculo vectorial y el &lgebra lineal en estudiantes universitarios contribuyd a
mejorar tanto los procesos motivacionales como el aprendizaje autorregulado.

Por altimo, la idoneidad ecoldgica contempla la adaptacién al curriculo y la apertura hacia
la innovacion. El estudio del algebra lineal esta incluido en multiples programas de estudio de
diversas titulaciones universitarias, contemplando disposiciones particulares y diferentes grados
de innovacion. Por ejemplo, el programa de estudios del Bachillerato y Licenciatura en
Ensefianza de la Matematica (BLEM, 2017) impartido en la Universidad Nacional (Costa Rica),
incluye un curso de Algebra Lineal en el tercer nivel de la carrera, que incluye el estudio de las
transformaciones lineales. Este programa esta disefiado por competencias, tomando en cuenta
referentes nacionales e internacionales. Dentro de sus ejes curriculares establece el desarrollo
del pensamiento l6gico matemético, asi como la incorporacion de las tecnologias de la
informacion y la comunicacidn, entre otros.

3. MARCO METODOLOGICO

La metodologia de este estudio se baso en los principios de la Investigacion Basada en el
Disefio (Brown, 1992; Kelly et al., 2008). Segun De Benito y Salinas (2016), este enfoque busca
promover la innovacion educativa al abordar una problemética identificada en el contexto de
ensefianza mediante la incorporacion de un nuevo elemento. Para ello, se apoya en teorias
cientificas o modelos existentes que permiten disefiar, implementar y evaluar programas,
materiales o estrategias didacticas. En este caso, se emple6 la nocion de idoneidad didactica del
EOS, junto con sus componentes e indicadores, como base para el desarrollo de applets para
facilitar la comprension de conceptos complejos en algebra lineal.

Siguiendo este enfoque metodoldgico, la investigacion se llevd a cabo en tres etapas:
disefio, implementacion y valoracion-reflexion de la implementacién y del disefio. En la fase de
disefio, se construyeron los applets en GeoGebra para el estudio de las transformaciones
lineales. Posteriormente, en la fase de implementacion, estos applets se utilizaron en una clase
de un curso universitario de Algebra Lineal. En la fase de valoracion-reflexion se exploraron las
percepciones de los estudiantes sobre el uso de los applets en su aprendizaje y se utilizé la
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herramienta de ldoneidad Didactica para analizar y reflexionar sobre posibles mejoras de la
propuesta disefiada e implementada.

3.1. Categorias de analisis

Segun correspondio en cada caso, para el disefio de los applets y su implementacion, a modo de
categorias de analisis, se utilizaron los siguientes indicadores sefialados en el marco del EOS
para los diferentes componentes de cada faceta de la idoneidad didactica (Godino, 2013):

1. Idoneidad epistémica: muestra representativa de situaciones de aplicacion, diferentes
modos de expresion (verbal, simbdlica, grafica), situaciones de expresion e
interpretacién, definiciones claras y correctas, presencia de enunciados Yy
procedimientos fundamentales del tema, situaciones de generacién de definiciones,
situaciones de argumentacion y comprobacion, evidencias de conexiones entre objetos
matematicos.

2. ldoneidad cognitiva: manejo de conocimientos previos (por estudio previo o reestudio),
dificultad manejable del aprendizaje pretendido, inclusién de actividades de refuerzo,
diversos modos y niveles de evaluacion del logro de los aprendizajes, enfoque en
comprension conceptual, comunicativa, argumentativa y procedimental.

3. ldoneidad interaccional: reconocimiento docente de los conflictos (preguntas y
respuestas), diversidad de recursos retéricos y argumentativos, favorecimiento del
didlogo entre estudiantes, convencimiento de la validez de las ideas y conjeturas,
situaciones en que los estudiantes asumen la responsabilidad de su aprendizaje
(exploran, conjeturan, se comunican, investigan), observacion sistemética del proceso
de aprendizaje.

4. Idoneidad mediacional: uso de materiales manipulativos e informaticos,
contextualizacion de definiciones y propiedades mediante modelos concretos vy
visualizaciones, adecuacion del nimero de estudiantes, horario y condiciones de aula.

5. ldoneidad afectiva: actividades de interés para los estudiantes, situaciones para valorar
la utilidad de la matematica en la vida cotidiana y profesional, asi como sus cualidades
estéticas y precisas, promocion de la participacion, la perseverancia, y la autoestima.

6. Idoneidad ecoldgica: correspondencia de contenidos con directrices curriculares,
innovacion basada en la investigacion, integracion de nuevas tecnologias, relacion con
contenidos intra e interdisciplinares.

De modo que, la idoneidad didactica del disefio de los applets y de su implementacion en el

aula, incluyendo la percepcion estudiantil, se consideré en términos de tales categorias de
andlisis.

3.2. Categorias de analisis

Segln De Benito y Salinas (2016), el estudio de caso es una de las técnicas cominmente
utilizadas en la Investigacion Basada en Disefio, y generalmente el investigador participa
activamente en el proceso educativo intervenido. En concordancia con este enfoque, la
implementacion de los applets se llevd a cabo mediante un estudio de caso con un grupo de 12
estudiantes de un curso universitario de Algebra Lineal impartido en 2023 en la carrera
Bachillerato y Licenciatura en Ensefianza de la Matematica de la Universidad Nacional (Costa
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Rica). Asimismo, el profesor del curso estuvo involucrado en el proceso de investigacion como
integrante del equipo de investigadores.

Este curso de Algebra Lineal, ubicado en el tercer nivel del plan de estudios de la carrera,
abarca tanto aspectos tedricos como préacticos relacionados con la teoria de matrices, sistemas
de ecuaciones lineales, espacios vectoriales reales de dimensién finita, operadores lineales y
valores y vectores propios. Los estudiantes que matriculan este curso cuentan con
conocimientos previos en principios matematicos, analisis y geometria analitica.

Los applets disefiados se implementaron durante una clase del curso mediante una serie de
actividades propuestas por el profesor. Aunque el grupo estaba conformado inicialmente por 18
estudiantes, seis estuvieron ausentes el dia de la implementacion, por lo que participaron 12
estudiantes en el estudio de caso. De estos, seis se identificaron con género masculino, cinco
con femenino y uno con un género no especificado. Ademas, aunque los estudiantes habian
ingresado a la carrera en distintos afios (2019, 2020 y 2021), en 2023 todos cursaban el tercer
nivel de la carrera. En ese momento, sus edades oscilaban entre 20 y 31 afios, con una edad
promedio de 23 afios.

3.3. Cuestionario sobre la percepcion estudiantil

Al implementar una herramienta tecnolégica en el proceso de ensefianza y aprendizaje es
importante explorar las opiniones de los usuarios. De modo que, se utilizd la técnica de
cuestionario autoadministrado para recoger informacion especifica sobre la percepcion del
estudiantado participante en la implementacién de los applets disefiados. Se procedid segln lo
indicado por Gémez (2018): se indicaron los propdsitos del estudio, se dio una explicacion
general del contenido del cuestionario y se entregd para ser respondido, permitiendo que se
plantearan dudas o explicaciones al respecto.

El cuestionario fue disefiado por los investigadores. Se incluyeron dos apartados, el primero
compuesto de preguntas abiertas sobre informacion general del estudiante, y el segundo por una
serie de proposiciones relacionadas con el uso de los applets para el estudio de transformaciones
lineales en el curso de Algebra Lineal. También, se incluyé una pregunta abierta en la que se
solicitd responder a la cuestion: (Cudl es su percepcion sobre el uso de herramientas
tecnoldgicas, particularmente uso de applets en GeoGebra, para el estudio del tema de
transformaciones lineales?

En relacion con las proposiciones se solicitd a los participantes su grado de acuerdo con
estas, segun una escala Likert de cinco niveles: muy en desacuerdo (1), en desacuerdo (2),
indiferente (3), de acuerdo (4), y muy de acuerdo (5). En la seccion de resultados de este
articulo se presentan los enunciados de este segundo apartado del cuestionario.

Dado que el objetivo del cuestionario era conocer y describir las percepciones del
estudiantado, sin pretender realizar inferencias o generalizaciones, el tamafio reducido de la
muestra (12 estudiantes) no representd una limitacién. La muestra se selecciond mediante un
muestreo no aleatorio por conveniencia, lo que significa que los participantes fueron elegidos de
manera intencionada segln la accesibilidad y disponibilidad del investigador (Hernandez,
2021). En este caso, el criterio de seleccion fue la asistencia a la clase en la que se llevé a cabo
la implementacion de los applets. Asimismo, el caracter exploratorio descriptivo y local del
estudio, lo ha eximido de la realizacion de un proceso de validacion.
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4. RESULTADOS
4.1. Descripcién de los applets disefiados

El disefio de los applets estuvo a cargo de los investigadores. Se construyeron cuatro applets
utilizando GeoGebra. Estos se centraron en el estudio de las transformaciones lineales. El
primer applet se disefid exclusivamente para verificar si una transformacion cumple con las
caracteristicas de ser una transformacion lineal en el espacio vectorial R2. Los restantes tres
applets méas se disefiaron para visualizar dos tipos de transformaciones lineales: reflexion y
rotacion, asi como la composicion de estas. Estos conceptos son tanto algebraicos como
geomeétricos, lo que permite realizar una interpretacion geométrica, que posibilita visualizar el
efecto de la transformacion en objetos en el plano. Estos applets se centran en transformaciones
lineales en el espacio vectorial R?. Aunque GeoGebra tiene ya instalados comandos para crear
rotaciones, reflexiones o simetrias, la construccion se hizo a partir de la definicion de
transformacion lineal, y de la matriz asociada a una base especifica del dominio, pues se
consideré mas conveniente para los objetivos propuestos.

4.1.1. Applet sobre propiedades de una transformacion lineal

Una transformacion lineal T: R? — R? definida sobre el cuerpo de los niimeros reales R debe
satisfacer dos propiedades fundamentales, de manera que el incumplimiento de una de ellas
indica que la transformacién dada no es una transformacidn lineal. Estas propiedades son:

A) Aditividad: representada por T(u + v) = T(u) + T(v), para todo u, v en R2.

B) Homogeneidad: representada por T(au) = aT (u), para todo u en R? y para todo a €

R.

El applet disefiado permite ingresar los vectores u y v, los escalares a y b, y la
transformacioén que se desea analizar, para visualizar si se cumple con las propiedades.
Particularmente la propiedad de que toda transformacion lineal T: R? — R? satisface T(0) = 0,
permite decidir si la transformacion lineal dada no es lineal. El uso de esta propiedad se muestra
en la Figura 1.

La Figura 1 (contiene enlace al applet) muestra un ejemplo de una transformacion T: R? —
R?2, definida por T(x,y) = (u — 1,v), donde de acuerdo con lo que se observa en la Figura 1, el
vector obtenido de la suma de 1.27(0.5,2) + 2T (3,1) (vector mostrado en color rosa) no
coincide con la transformacion T(1.2(0.5,2) + 2(3,1)) (vector mostrado en color azul). De
manera que, al menos de manera hipotética se supone: (a) el uso del applet (lo mediacional)
provee de una visualizacion geométrica, la cual, a la vez; (b) facilita y enriquece la ensefianza-
aprendizaje en el momento de la clase (lo interaccional), (c) ayuda a la comprensién del
alumnado (lo cognitivo), (d) fomenta su motivacion (lo afectivo), (d) permite visualizar el
efecto de las propiedades de una transformacion lineal (lo epistémico). En particular, la
propiedad T(0) = 0 (representada con el punto rojo) resulta muy Gtil para visualizar el efecto de
que T(0,0) = (0 —1,0) = (=1,0) # (0,0).
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Figura 1
Applet transformaciones.

u=(3,1) p aT'(u)+ bT'(v)

¢ 6 7(0,0)
v=(0.5,2) T(au + bv)

h(u,v) = v

4 T(z,y) = (9(u,v), h(u,v))

21 f, G+ bu

4.1.2. Applets sobre transformaciones lineales de tipo reflexion

La Figura 2 (contiene enlace al applet) muestra un applet que genera una reflexién con respecto
al eje x 0 al eje y. De manera que, al mover los deslizadores puede apreciarse como se obtiene la
respectiva matriz asociada a la transformacién lineal via multiplicacién matricial. Es decir, el
usuario del applet puede apreciar tanto la dinamica como la matriz que debe utilizar para
multiplicar las coordenadas de cada punto en el plano para generar el efecto requerido. Este es
un aspecto clave en los applets de visualizacion disefiados.

Figura 2
Applet reflexion.
Reflexion ]
o 1 0 Imagen ', 5
0 1 Zx7Z
|
- = J
ry=.1
-13 -12 -1 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Ademas de la reflexion, este applet permite escalar la imagen, es decir, ajustar su tamafo.
Estas transformaciones son comunes en muchos libros de &lgebra lineal, pero verlas en
movimiento agrega un componente dindmico que, desde nuestra perspectiva, satisface las
hip6tesis presentadas, respecto al uso del applet (Figura 1), en el apartado anterior.

Se disefio otro applet (Figura 3, con enlace al applet) también relacionado con la reflexion,
pero generalizada a cualquier recta que contenga al origen. A pesar de que visualmente es
sencillo entender esta transformacion, la manera de obtener la matriz de la transformacion es
més desafiante. En el caso de estudiantes de matematica, podria convertirse en un applet més
atractivo en el sentido constructivo (la obtencion de la matriz se puede ver en el siguiente
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al origen, como un caso

enlace). Este applet también presenta la reflexion con respecto
particular, el cual esta representado en la Figura 3.

Figura 3
Applet reflexion con respecto a la recta y el origen.
81 f!

Reflexion con respecto a recta u origen

e (—0.92 0.38) - ,
0.38 0.92 Muéveme

Imagen
D Reflexion con respecto a recta

Reflexion con respecto al origen

-14 -12

-18 -16 -10 -8

4.1.3. Applet sobre transformaciones lineales de tipo rotacion

Otro applet (Figura 4, contiene enlace al applet) se disefié para visualizar una transformacion
comun presentada en los libros de algebra lineal: la rotacion en el plano. Ademas de permitir la
visualizacién de la dindmica implicada en la realizacion de las transformaciones, estos applets

proveen la matriz de transformacion.

Figura 4
Applet rotacion.
Rotacién ' :
0.44 -0.9
A=
(0.9 0.44)
¥ z x z ,,I'Eragef"'»
Imag“en rot_a'd.a 90"= 1,12
C =112
-9 —fs'. 77 e -5

La propuesta de estos applets representa un intento de fusionar la teoria matematica
relacionada con el concepto de transformacion lineal y el uso de herramientas tecnoldgicas que
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permiten la visualizacion de forma dindmica, con el fin de ofrecer una experiencia de
aprendizaje enriquecida. En funcién de la herramienta tedrica escogida para la valoracion de
estos applets, consideramos que en su disefio se satisfacen cada una de las facetas de la
idoneidad didactica, como fue referido en el applet presentado en la Figura 1, lo cual
proporciona, a priori, un valor académico-didactico a estos.

4.2. Descripcion de la implementacion de los applets en una clase

Durante una sesion de clases, se llevaron a cabo interacciones entre el docente y el estudiantado,
en el momento de abordar el concepto de transformacién lineal. EI docente introdujo el
concepto de transformacion lineal y plante6 preguntas dirigidas al estudiantado, que orientaran
la discusion acerca de la interpretacion geométrica de las propiedades de una transformacion
lineal. Mas precisamente, el docente primero presentd la definicion general de una
transformacion lineal. Luego, la discusion se enfoco en el caso de transformaciones lineales en
el plano, tal y como se muestra en la Figura 5.

Figura 5
Definicion de transformacion lineal en el plano cartesiano.

., . %) e
Recuerde que una transformacién lineal en R? es una funcién 7 : R> — R? tal que

L T((x1,y1) + (x2,y2)) = T(x1, y1) + T(x2, y2), para todo (x1, y1), (x2, y2) € R?,

2. T(a(x1,y1))) = aT(x1,y1), para todo (x1, y;), € R? y para todo @ € R.

Posteriormente, el docente planted algunas preguntas al estudiantado acerca del efecto que
se podria obtener al aplicar una transformacion lineal a diferentes conjuntos del plano, tales
como rectas, curvas, o regiones bidimensionales, generando interrogantes en el estudiantado.

Para el desarrollo de las actividades, el estudiantado trabajé en parejas, en este caso, cada
pareja tenia al menos un dispositivo electrénico con acceso a internet, que podia ser una
computadora portatil, o una tableta digital. EI profesor les envié por medio de una carpeta
digital el documento guia para desarrollar la clase, y simultaneamente lo iba mostrando en la
pizarra mediante el uso de un proyector digital.

El primer concepto abordado fue el de transformacion lineal en el plano, luego se
desarrollaron varias actividades con GeoGebra, que permitieran visualizar algunas propiedades
geométricas, asi como la relacion entre una transformacion lineal y un subespacio, en este caso,
del plano cartesiano. Las actividades abordaron los siguientes ejemplos:

e Transformaciones no lineales.

e Reflexiones respecto de los ejes cartesianos.

e Reflexiones respecto de una recta cualquiera que pasa por el origen.

e Composicion de reflexiones.

e Rotaciones.

El docente estuvo siempre observando y controlando la actividad para evitar que algunas
personas integrantes de los equipos no estuvieran colaborando con el desarrollo de las
actividades. Al inicio de la clase, se presentd la definicion formal de transformacion lineal, sin
embargo, como es usual al abordar este tema, la definicion es abstracta y algebraica, por lo que
se suele perder de vista el cardcter geométrico. En este caso, esto puede provocar que el
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estudiantado pierda de vista la relacién entre el concepto de transformacion lineal, y otros
conceptos previos relacionados, como los vectores, los espacios vectoriales, su interpretacion
geométrica a partir de rectas y planos, descritas por medio de vectores directores y
combinaciones lineales.

Una vez presentada la definicion general, se iniciaron las actividades, comenzando con
algunos experimentos sencillos. En esta primera actividad, se definia en GeoGebra la funcién
S:R? > R?, tal que S(x,y) = (x2,y), para observar primero mediante algunos experimentos
que esta transformacion no es lineal. Se realizaron tres experimentos, en uno de ellos se solicito:
“Grafique en GeoGebra algunas curvas y su respectiva imagen bajo S.”

Seguidamente, se procedié a realizar otros experimentos con funciones que si son
transformaciones lineales, utilizando la definicion a partir de la matriz de la transformacion. El
profesor inicialmente hizo la indicacion para que las parejas de estudiantes escribieran las
respectivas instrucciones en GeoGebra, en los dispositivos electronicos, y mientras tanto
verifico con cada pareja que estuvieran ejecutando la indicacion. En algunos casos fue necesario
dar algunas indicaciones adicionales para la escritura de los respectivos comandos. Una de las
actividades se muestra en la Figura 6.

Figura 6
Actividades relacionadas con la reflexion respecto de los ejes coordenados.

Actividad 4.2 Grafique en GeoGebra algunas curvas, y su respectiva reflexion respecto de los
ejes x y y, mediante la multiplicacion matricial.

mediante la multiplicacion matricial.

Actividad 4.3 Grafique la imagen del cuadrado de lado uno, bajo las reflexiones con los ejes, ’

Posteriormente, se extendid la construccion a reflexiones respecto de una recta arbitraria
que pasa por el origen, mediante la construccién de la matriz de la transformacidn, sin embargo,
en este caso se trabajé con una base apropiada, realizando luego el respectivo cambio de base. A
partir de las dos actividades anteriores, el profesor preguntaba a los estudiantes acerca de los
resultados, para establecer conjeturas respecto de la transformacion de rectas, o figuras
geométricas, en este caso un cuadrado, al ser aplicada una transformacién lineal. La idea era que
los estudiantes pudieran observar qué propiedades se preservan a través de la aplicacion de una
transformacion lineal. Por ejemplo, que la imagen de una recta que pasa por el origen, bajo una
transformacién lineal, también es una recta que pasa por el origen, es decir, ambos son
subespacios vectoriales de R?.

De forma similar, se plantearon actividades para estudiar las rotaciones en el plano,
definidas a partir de la construccion de la matriz asociada a la base candnica, esta es

[Role = cos(8) —sen(0)
sen(d) cos(0) I’
donde el subindice C se refiere a la matriz en la base candnica. En este caso, se plantearon
actividades similares a las anteriores, para que el estudiantado analizara el efecto de la
aplicacion de estas transformaciones. Esto se presenta en la Figura 7.
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Figura7
Actividades relacionadas con la reflexion respecto de los ejes coordenados.

<
Actividad 4.13 Grafique en GeoGebra algunas curvas, y su respectiva rotacion de angulo 6
respecto del origen, y en el sentido contrario al de las agujas del reloj, mediante la multiplicacion
matricial.

Actividad 4.14 Utilice el siguiente applet: https://www.geogebra.org/m/teqnémar, ela-
borado en GeoGebra, para visualizar el efecto de la rotacion en una imagen.

Al final de cada blogue, se presentaba el applet creado previamente, para que los estudiantes
también pudieran observar el efecto de la transformacién en una imagen digital, como
generalizacion de los experimentos realizados previamente. Esta parte final permitié visualizar
el alcance que tienen los conceptos matematicos abstractos y concretos estudiados con
anterioridad en actividades cotidianas, como reflejar o rotar una imagen, mediante una
aplicacién, y que esto se puede realizar a partir del concepto de transformacion lineal, y la
matriz asociada a una base. Es importante destacar que, en la mayoria de los casos, las parejas
establecieron conjeturas adecuadas respecto del comportamiento de las rectas al aplicarse una
transformacion lineal, no obstante, no se profundiz6 en propiedades geométricas mas
especificas, como la preservacion o modificaciones de longitudes o medida angular.

4.3. Descripcidén de la percepcion estudiantil sobre los applets

En la aplicacién del cuestionario sobre la percepcion estudiantil participaron los 12 estudiantes
que asistieron a la clase en la que se realizé la implementacion de los applets disefiados. En la
Tabla 1, se presentan las siete proposiciones incluidas en el cuestionario. Para cada proposicién
se muestra la frecuencia absoluta de respuestas en cada nivel de acuerdo, asi como el nivel de
acuerdo promedio y su desviacion estandar.

Tabla 1
Percepcion estudiantil sobre el uso de applets para el estudio de transformaciones lineales.

Estadisticas y distribucion absoluta de niveles de acuerdo.

o Nivel de acuerdo .
Proposicion 5 3 4 5 Promedio DE
1. Comprendo mejor el concepto de transformacion 0O 0 O 6 6 45 0.52

lineal cuando puedo visualizarlo geométricamente
por medio de GeoGebra.
2. El uso de applets en GeoGebra me ayuda a 0O 0 3 3 6 4.25 0.87
determinar, en ciertos casos, cuando una
transformacion es lineal o no.
3. Al utilizar los applets en GeoGebra comprendo 0O 0 0 2 10 4.83 0.39
mejor coémo actla la multiplicacién de una matriz
(de reflexidn, contraccidn, expansion y rotacion) en
los puntos del plano.
4. La utilizacién de recursos tecnolégicos en el aula, 0O 0 0 o0 12 5.00 0.00
por ejemplo, GeoGebra, facilitan mi proceso de
aprendizaje en el tema de transformaciones
lineales.

[E=Y
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5. El uso de recursos tecnolégicos como GeoGebraes 0 0 0 1 11 491 0.29
un buen complemento a las explicaciones teéricas
en el tema de transformaciones lineales.

6. Es importante visualizar algunas aplicaciones de 0O 0 0O 0 12 5 0.00
transformaciones lineales (en la medida de lo
posible) y no solamente el estudio del calculo con
transformaciones lineales como tal.

7. El uso de GeoGebra para visualizar laacciondelas 0 0 1 3 8 4,58 0.66
transformaciones en el plano ha hecho que
considere mas importante aprender de
transformaciones lineales y de algebra lineal.

En general, las percepciones del estudiantado coinciden en una valoracion positiva para el
uso de los applets en el estudio de transformaciones lineales. En la Tabla 1 se observa que la
mayoria de los participantes seleccionaron los niveles “de acuerdo” o “muy de acuerdo” en cada
proposicion. También se observa que en ningun caso fueron seleccionados los niveles inferiores
de la escala. Asimismo, en todos los casos, el nivel de acuerdo promedio es mayor que 4 y la
desviacion estandar respectiva es menor que 1. Es decir, los estudiantes consideran que el uso
de los applets favorece la comprension de conceptos y procesos asociados a las
transformaciones lineales y facilitan su aprendizaje complementando lo tratado de manera
tedrica.

En cuanto a cada una de las proposiciones, de forma unanime o casi unanime, los
estudiantes estuvieron “muy de acuerdo” con tres proposiciones (4, 5, 6), las cuales se refieren
a: complementar la teoria, facilitar el aprendizaje, visualizar aplicaciones. Por lo que, estos
aspectos son los mejor valorados, respecto al uso de los applets para el estudio de
transformaciones lineales.

Ademas, verificar si una transformacion es lineal y valorar la importancia de aprender sobre
Algebra Lineal son los aspectos que los estudiantes consideran menos relevantes, en
comparacion con el resto de los aspectos. Esto es observado en las dos proposiciones (2 y 7)
referidas a estos asuntos, las cuales muestran menor acuerdo en cuanto a su valoracion positiva.

Por otro lado, en cuanto la pregunta abierta incluida en el cuestionario, las respuestas de los
estudiantes se analizaron a través de la identificacion de términos clave y el conteo de su
frecuencia. En la Figura 8 se muestran los términos clave identificados y la frecuencia absoluta
correspondiente a cada uno.

“Visualizar” y “Comprension” fueron los términos mayormente sefalados, seguidos de
“Conceptos”, “Ayuda” y “Herramienta”. De manera que, la opinidon mas frecuente del
estudiantado se relaciona con la manera en que la visualizacion, posibilitada por la herramienta
tecnologica, ayuda a la comprension, en particular de conceptos. Precisamente, dos términos,
“Manipulable” e “Interactiva”, hacen referencia a cualidades que poseen los applets y que
benefician la comprension y el aprendizaje. En general, estos resultados coinciden con la
valoracion estudiantil altamente positiva sobre el uso de applets para el estudio de
transformaciones lineales que se refleja en la Tabla 1.

En resumen, la percepcion del estudiantado sobre la implementacion de los applets para el
estudio de transformaciones lineales en el curso Algebra Lineal fue positiva. Los estudiantes
coinciden en que estas herramientas facilitan la comprension y el aprendizaje de las
transformaciones lineales, pues posibilitan la visualizacion, manipulacion e interactividad, y
actian como complemento de la perspectiva tedrica.
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Figura 8
Percepcion estudiantil sobre el uso de applets para el estudio de transformaciones lineales.
Distribucion absoluta de términos clave.
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4.4. Analisis de idoneidad didactica de la propuesta

La propuesta de disefio e implementacion de applets en GeoGebra para el estudio de
transformaciones lineales en un curso universitario de Algebra Lineal se analiz6 con base en las
facetas, componentes e indicadores de la nocién de idoneidad didactica dentro del marco EOS.
Tal y como se ejemplificd en el apartado 4.1.1, los applets fueron disefiados teniendo como
referente el posible desarrollo de cada una de las facetas de la idoneidad didactica (Godino,
2013). En consecuencia, se analiza la idoneidad de la propuesta de acuerdo con cada una de las
facetas descritas en el apartado 3.1.

4.4.1. Idoneidad epistémica

El disefio de los applets se alinea con la idoneidad epistémica, ya que permite representar de
manera visual y dindmica conceptos clave del algebra lineal, como transformaciones lineales,
reflexiones y rotaciones en el plano. Se observa que la propuesta incluye maltiples modos de
expresion: verbal (explicaciones y definiciones), simbdlica (representaciéon algebraica de las
transformaciones) y grafica (visualizacion en GeoGebra). Ademas, en la implementacion de los
applets se promueven el uso de situaciones de interpretacion y argumentacién, pues los
estudiantes deben analizar el efecto de las transformaciones en distintos objetos geométricos y
verificar si cumplen con las propiedades de linealidad.

Asimismo, en el disefio de los applets se tomaron en cuenta conceptos relacionados y
necesarios para el estudio de las transformaciones lineales. Entre ellos, se incluyen el concepto
de funcidn, espacio vectorial, multiplicacion escalar, suma de vectores, igualdad de vectores y la
definicion formal de transformacion lineal. Ademas, se consider6 la propiedad T(0) = 0, la
cual es de gran utilidad para determinar la no linealidad de una transformacion. La
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incorporacién explicita de estos conceptos en las actividades del applet permite reforzar el
significado de las transformaciones lineales y su relacion con otros elementos fundamentales del
algebra lineal.

El applet sobre propiedades de una transformacion lineal permitié verificar condiciones
fundamentales, como aditividad y homogeneidad, proporcionando evidencia clara sobre cuando
una transformacion es o no lineal. Los applets de reflexidn y rotacién refuerzan la conexion
entre la teoria algebraica y la interpretacion geométrica, favoreciendo la comprensién
conceptual.

Aunque los applets incluyen conceptos fundamentales para la comprension de las
transformaciones lineales, permiten la exploracion de la linealidad a través de sus propiedades e
incluyen multiples tipos de representacion, podria mejorarse su idoneidad epistémica ampliando
el conjunto de situaciones problema de aplicacion presentados.

4.4.2. Idoneidad cognitiva

Desde el punto de vista cognitivo, la propuesta atiende la necesidad de conectar el nuevo
conocimiento con los conocimientos previos de los estudiantes. Segin Roa-Fuentes y Oktac
(2010), el aprendizaje de transformaciones lineales requiere la comprension previa de funciones,
espacios vectoriales y operaciones como la combinacion lineal. El disefio de los applets facilita
este proceso al permitir la manipulacién interactiva de estos conceptos, favoreciendo la
construccidn progresiva y significativa del significado de las transformaciones lineales.

La propuesta también considera la dificultad inherente a la abstraccién del tema, ya que
GeoGebra permite visualizar en tiempo real los efectos de las transformaciones. Esta
caracteristica ayuda a reducir la brecha entre la comprension algebraica y su interpretacién
geométrica, lo que puede disminuir la carga cognitiva y facilitar el aprendizaje de los
estudiantes.

Aunque los applets permiten la manipulacion interactiva e incluyen conceptos esenciales
para la construccion del significado de las transformaciones lineales, su idoneidad cognitiva
podria favorecerse incorporando actividades de refuerzo para los estudiantes con dificultades
durante la implementacion, como tutoriales adicionales o ejemplos guiados antes de la
exploracion libre.

4.4.3. ldoneidad interaccional

El disefio instruccional que incluye el uso de applets fomenta la interaccion entre el docente y
los estudiantes, asi como el trabajo colaborativo entre pares. Durante la implementacion, el
docente planted preguntas orientadas a la reflexion, promoviendo el didlogo y la formulacion de
conjeturas sobre el efecto de las transformaciones lineales. Ademas, se observa que la propuesta
facilita la autonomia de los estudiantes, ya que los applets permiten la exploracion individual y
grupal sin depender exclusivamente de la instruccion del docente.

Asimismo, se tomaron en cuenta las dificultades del estudiantado en la comprension de la
definicion de transformacion lineal y como el uso de los applets puede contribuir a superarlas.
Una de las principales dificultades consideradas esté relacionada con la notacién matematica, en
particular con la interpretacion de expresiones como T(v), donde T representa una
transformacion y v representa un vector. Los estudiantes pueden experimentar confusion al
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diferenciar entre vectores y escalares, especialmente al interpretar expresiones como au + bv
(con u, v € R?), que representa un vector y no un nimero real.

El uso de los applets facilita la superacién de esta dificultad, ya que permite visualizar la
transformacién de los vectores en tiempo real, aclarando que los objetos manipulados
corresponden a elementos del espacio vectorial R? y no a nimeros reales. Al interactuar con las
representaciones graficas y observar como las transformaciones afectan a diferentes conjuntos
de vectores, los estudiantes pueden construir una mejor comprension de la notacion y del
significado conceptual de las operaciones involucradas en las transformaciones lineales.

El uso de GeoGebra también permite desarrollar evaluacion formativa, ya que los
estudiantes pueden contrastar sus conjeturas con la representacion grafica proporcionada por la
herramienta. Esto posibilita la identificacién y resolucidn de conflictos semi6ticos en tiempo
real, favoreciendo el aprendizaje.

Aunque en la implementacion de los applets se fomenta la discusion entre pares y el
intercambio de ideas, la idoneidad interaccional puede favorecerse incorporando
retroalimentacién automatica dentro del disefio de los applets. Por ejemplo, si un estudiante
ingresa una transformacién que no es lineal, el applet podria proporcionar una explicacion
detallada del error.

4.4.4. Idoneidad mediacional

Desde el punto de vista mediacional, el uso de GeoGebra es pertinente, ya que proporciona un
recurso visual e interactivo que complementa las explicaciones tedricas. La implementacion en
un entorno digital facilita la exploracién autbnoma de los conceptos y permite a los estudiantes
experimentar con diferentes transformaciones sin limitaciones fisicas o de tiempo.

El estudio de las transformaciones lineales no se aborda Unicamente a través de la
ensefianza tradicional mediante clases magistrales. Al incorporar los applets en la instruccion, se
busca potenciar la idoneidad mediacional al permitir que los estudiantes manipulen
directamente las representaciones graficas y algebraicas de las transformaciones. Esto les brinda
la oportunidad de incluir diferentes transformaciones en el applet y visualizar si cumplen o no
con las condiciones de linealidad, por ejemplo.

Ademas, los applets permiten verificar empiricamente propiedades fundamentales, como el
teorema T'(0) = 0, mostrando que en toda transformacion lineal la imagen del vector cero es el
vector cero. Sin embargo, los estudiantes también pueden explorar casos en los que una
transformacion satisface esta propiedad, pero no es lineal, promoviendo asi una comprension
mas profunda de las condiciones necesarias para la linealidad. Este enfoque facilita el desarrollo
del pensamiento critico y fomenta la construccion de conocimiento a partir de la
experimentacion y la observacion.

La planificacion de las actividades en grupos favorece el acceso equitativo a los recursos,
asegurando que todos los participantes puedan interactuar con las actividades propuestas.

Aunque los applets brindan una alternativa a la ensefianza magistral tradicional y se permite
la experimentacion libre y la exploracion auténoma de conceptos, la idoneidad mediacional
puede potenciarse agregando herramientas adicionales al disefio, tales como registro de
respuestas y captura de imagenes.
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4.4.5. ldoneidad afectiva

El analisis de la percepcion estudiantil evidencia que los applets contribuyeron positivamente a
la motivacion y el interés por el aprendizaje del algebra lineal. Los resultados del cuestionario
muestran que los estudiantes valoran la visualizacion geométrica como un factor clave para la
comprension de los conceptos, destacando términos como "visualizar", "comprension”, "ayuda"
e "interactiva".

La posibilidad de manipular dinamicamente las transformaciones y observar sus efectos en
tiempo real parece haber generado una experiencia de aprendizaje mas atractiva. Ademas, la
percepcion estudiantil refleja que la integracion de herramientas tecnolégicas, como GeoGebra,
facilita el proceso de aprendizaje y refuerza la confianza de los estudiantes en su comprension
del tema.

Aunque los applets permiten la visualizacién de conceptos abstractos, incrementando el
interés y la motivacion estudiantil, la idoneidad afectiva podria mejorarse incluyendo
posibilidad de personalizacion de la experiencia (por ejemplo, eleccion de la representacion
visual), y elementos de gamificacion (por ejemplo, indicadores de avance).

4.4.6. ldoneidad ecoldgica

El disefio e implementacion de los applets se ajusta a las directrices curriculares y al enfoque
por competencias del programa de estudios en el que se enmarca el curso de Algebra Lineal. La
propuesta promueve la innovacion didactica mediante el uso de tecnologia, integrando
herramientas digitales en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Ademas, se observa que los applets permiten establecer conexiones interdisciplinarias con

otras areas del conocimiento, como la geometria, facilitando una vision mas integral del algebra
lineal. La adaptacién de los contenidos a un formato digital también responde a las tendencias
actuales en la ensefianza de las matematicas, alinedndose con las demandas del contexto
educativo actual.
Aunque los applets se ajustan a los lineamientos curriculares y fomentan la innovacién en la
ensefianza del algebra lineal mediante el uso de tecnologias, la idoneidad ecol6gica se puede
incrementar fomentando una mayor conexién con otras disciplinas (ingenieria, computacion o
economia).

5. CONCLUSIONES E IMPLICACIONES DOCENTES

Este estudio permitid disefiar e implementar applets en GeoGebra como una herramienta para la
ensefianza y el aprendizaje de las transformaciones lineales en un curso universitario de Algebra
Lineal. La incorporacién de la nocion de idoneidad didactica del EOS como base de la
propuesta enriquecio tanto su disefio como su implementacion, permitiendo analizar con méas
detalle los aspectos didacticos involucrados en su construccion y uso.

El analisis de la idoneidad didactica indicé que los applets cumplen con criterios de
adecuacion al proceso educativo y favorecen una intervencion efectiva en el aula. Desde una
perspectiva epistémica y cognitiva, permiten representar conceptos clave a traves de distintas
formas de expresion y favorecen la conexidon con conocimientos previos, promoviendo un
aprendizaje progresivo y significativo. En el plano interaccional, su implementacion posibilita
tanto el trabajo colaborativo como la autonomia estudiantil, mientras que, en el plano
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mediacional, constituyen un recurso tecnoldgico que facilita la exploracién y la comprension. A
nivel afectivo, los estudiantes expresaron que los applets los motivaron y les ayudaron a
comprender mejor los conceptos a través de la visualizacion y la interaccion. Finalmente, en
términos ecoldgicos, la propuesta se ajusta a los lineamientos curriculares y promueve el uso de
herramientas digitales en la ensefianza del algebra lineal. En conjunto, estos elementos sugieren
que los applets en GeoGebra representan una estrategia didactica con gran potencial para
mejorar la ensefianza y el aprendizaje de este tema.

Asimismo, a partir del andlisis de los componentes de la idoneidad didactica, se
identificaron areas de mejora que pueden potenciar ain mas el impacto de estos recursos en
futuras implementaciones. Entre las recomendaciones se encuentran: incorporar situaciones
problema contextualizadas que permitan a los estudiantes explorar transformaciones lineales en
escenarios reales; agregar retroalimentacion automatica dentro de los applets para ayudar a los
estudiantes a identificar y corregir errores conceptuales; integrar estrategias de gamificacion o
personalizacién, aumentando la motivacion y el compromiso; y explorar conexiones
interdisciplinares, ampliando la aplicabilidad de estos conceptos en otras areas del
conocimiento.

Los hallazgos de este estudio también tienen implicaciones importantes para la préactica
docente en matemaéticas, especialmente en la ensefianza del algebra lineal, donde muchos
estudiantes enfrentan dificultades debido a la abstraccion, el formalismo y el uso de diversos
significados y lenguajes matematicos. En este sentido, este estudio reafirma la necesidad de
adoptar estrategias pedagdgicas que favorezcan la construccion activa de conceptos,
permitiendo a los estudiantes desarrollar su comprension a través del trabajo con los objetos y
procesos matematicos. La implementacion de applets en GeoGebra en la ensefianza de las
transformaciones lineales podria representar una alternativa didactica que responde a estos
desafios, pues proporciona un entorno en el que los estudiantes pueden manipular, visualizar y
explorar propiedades matematicas de manera interactiva.

Desde la perspectiva del profesor de matematicas, la integracion de estas herramientas
digitales implica una transformacion en la ensefianza, donde el rol del docente evoluciona de
expositor a facilitador del aprendizaje. En lugar de limitarse a explicar definiciones y
procedimientos algebraicos, el docente puede generar un espacio en el que el estudiantado
participa activamente realizando acciones implicadas en el uso de los applets.

Este estudio destaca la importancia de que los docentes desarrollen competencias en el uso
de tecnologias digitales, no solo como apoyo complementario, sino como herramientas clave
para transformar la ensefianza del algebra lineal. Con una planificacion adecuada, la integracion
de applets y otros softwares educativos podria fortalecer la interacciéon en el aula, mejorar la
comprension conceptual a través de la visualizacién y manipulacion, y aumentar el interés de
los estudiantes por el aprendizaje (Jiménez et al., 2023). De este modo, mas que una propuesta
de innovacidn, este estudio invita a reflexionar sobre la necesidad de seguir explorando y
optimizando el uso de herramientas tecnolégicas en la ensefianza de las matematicas en la
educacion superior.

Por Gltimo, es importante observar que, en este caso, las actividades se aplicaron una vez
que ya se habian abordado algunos conceptos basicos relacionados con el tema, tales como la
definicion de transformacion lineal, y matriz de una transformacion lineal, pues el objetivo era
profundizar los conceptos y proveer herramientas de visualizacion. Sin embargo, también se
puede introducir el tema a partir de una actividad similar, para luego abordar los conceptos
desde el punto de vista matematico. En ambos casos, debe quedar claro que ambas actividades
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complementan el aprendizaje de los temas, y que el uso de GeoGebra y las actividades
dindmicas de visualizacion no sustituyen el abordaje matematico necesario para la comprensién
de los conceptos estudiados.
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Resumen: El documento muestra el trabajo de tres grupos conformados por cuatro estudiantes cada
uno, de entre 12 y 13 afios de una clase de matematicas de primer afio de secundaria. La actividad tuvo
como objetivo que los estudiantes comprendieran la definicion de mediatriz de un segmento a partir de
una actividad efectuada en el software GeoGebra en la que fueron realizando distintas consignas y
arribando a ciertas conclusiones para luego construir ellos mismos el concepto de mediatriz de un
segmento.

Palabras clave: GeoGebra, concepto de mediatriz, constructivismo, aprendizaje significativo, TIC.
Construction of the bisector concept of a segment through an activity in GeoGebra

Abstract: This paper shows the work of three groups consisting of four students each, aged between 12
and 13, from a first-year high school mathematics class. The activity aimed to help students understand
the definition of the perpendicular bisector of a segment based on an activity carried out in the GeoGebra
software in which they carried out different instructions and arrived at certain conclusions to then
construct the concept of the perpendicular bisector of a segment themselves.

Keywords: GeoGebra, bisector concept, constructivism, meaningful learning, ICT.
1. INTRODUCCION

En los dltimos tiempos, la ensefianza y aprendizaje de las matemaéticas se percibe como un
proceso complejo. La introduccion de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion
(TIC) en la educacidn, junto con las herramientas informaticas, ha llevado a algunos educadores
a abordar esta complejidad mediante la creacion de propuestas pedagdgicas. Estas propuestas
buscan facilitar la comprension y aplicacion de conceptos matematicos, aprovechando las
posibilidades ofrecidas por las TIC. Las propuestas constructivistas han sido centrales en
transformar la ensefianza de las matemaéticas. El constructivismo piagetiano en la ensefianza de
matematicas ve el aprendizaje como la adaptacion constante de esquemas conceptuales frente a
conflictos cognitivos derivados de la interaccion en el aula, resultando en la construccién del
conocimiento matematico. Segun Ausubel et al. (1983), el aprendizaje significativo surge

Como citar: Lopez, M. A., Mayo, C. y Molina, J. C. (2025). Construccion del concepto de mediatriz de un
segmento mediante una actividad en GeoGebra. Epsilon, 119, 59-70.
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cuando una nueva informacion se conecta con un concepto relevante preexistente en la
estructura cognitiva del sujeto, lo que puede dar lugar a la modificacion o reestructuracion del
conocimiento. Por lo que el aprendizaje significativo no parte de cero sino de conocimientos
previamente adquiridos. Las contribuciones de estos autores destacan la importancia de
organizar y secuenciar los contenidos considerando los conocimientos previos del estudiante.
En el aprendizaje significativo, los nuevos conocimientos se incorporan de manera sustantiva en
la estructura cognitiva del alumno. Glasersfeld (1991, como se cité en Martinez, 1999, pég.
493) escribe sobre dos temas fundamentales del constructivismo, estos son:

a) El conocimiento no es recibido pasivamente sino construido activamente por el sujeto
de forma cognitiva.

b) La funcién de la cognicién es adaptativa y sirve a la organizacién del mundo
experiencial, no al descubrimiento de una realidad ontoldgica.

Brooks y Brooks (1993; como se cit6 en Antunez, 2003, pag. 39) establecen cinco

principios fundamentales para las aulas de clases constructivistas:

a) Valorar los puntos de vista de los estudiantes.

b) Desafiar las suposiciones de los estudiantes a través de actividades en el aula.

c) Presentar problemas relevantes para los estudiantes.

d) Construir lecciones alrededor de conceptos primarios e ideas principales, ensefiando
tanto el ndcleo como los detalles de los conceptos.

e) Evaluar el aprendizaje de los estudiantes diariamente en el contexto de la ensefianza,
permitiendo corregir oportunamente el proceso de aprendizaje, en contraste con la
evaluacioén al final de unidades o semestres, cuando seria dificil remediar resultados
insatisfactorios.

De acuerdo con lo dicho anteriormente, podemos pensar que todo conocimiento, incluido el
matematico, se construye, en su totalidad o en parte, a través de un proceso de reflexién que es
propio del estudiante por ser un incentivo para su involucramiento en el proceso de estudio. Este
proceso implica la activacion de las estructuras cognitivas de los estudiantes durante la
construccidn, ya que estas estan en constante desarrollo, lo que lleva a una transformacion de las
ya existentes. En resumen, el aprendizaje implica una continua construccion del propio
conocimiento por parte del estudiante.

2. OBJETIVO

Este trabajo tiene como objetivo mostrar cémo la secuencia didactica propuesta, con
determinadas consignas guiadas, ayuda al estudiante a construir por si mismo o en grupo un
determinado concepto. Una herramienta tecnoldgica mediadora para la realizacion de estas
consignas es GeoGebra. A esta aproximacion guiada haciendo uso de la herramienta
tecnologica, en investigaciones sobre uso de tecnologia en la ensefianza de la matemaética, se le
conoce como actividad exploratoria. Es un tipo de actividad matematica en la que se involucra
a los alumnos. En este tipo de actividades se les dan indicaciones precisas a los alumnos con la
intencion de que cumplan los propositos didacticos del profesor y no se pierdan en la amplia
gama de ideas a las que los podria llevar la herramienta con actividades mas abiertas y
conceptuales (Zbiek et al., 2007). En determinadas ocasiones, por distintas causas, como es la
falta de tiempo en los cursos o por ciertas caracteristicas del grupo, los docentes ensefian una
definicion, concepto o alguna propiedad de manera expositiva en donde el conocimiento a
ensefiar se plasma en el pizarron como algo acabado en el cual el estudiante no tuvo
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participacion alguna. De acuerdo con Espinoza (2023, p. 14), esta vision educativa ha sido
llamada la “visita de las obras” o la “visita de monumentos” (Chevallard, 2013), en la que cada
trozo de conocimiento aportado por grandes matematicos de diferentes épocas debe ser
venerado y mostrado en la doctrina de la ensefianza de las matematicas. El estudiante recita una
férmula o un teorema sin saber el origen de este concepto mateméatico y mucho menos su
aplicacién en el mundo real. No existe la posibilidad de crear una relacion real entre el
estudiante y el conocimiento matematico. De esta manera, por lo mencionado antes en la
introduccidn, el conocimiento ensefiado no resulta significativo, ya que dificilmente lo han
comprendido, por lo que en muchos casos el estudiante no lo recordard debido a que este no
surgid de una interaccion entre estudiantes o estudiantes y profesor. En cambio, usando el
paradigma constructivista, el aprendizaje por parte del estudiante resulta mucho mas rico ya que
él mismo construyé el conocimiento que se deseaba ensefar.

3. FICHA DE TRABAJO ENTREGADA A LOS ESTUDIANTES

A continuacion, se presentan las actividades que forman la ficha de trabajo que realizaron los
estudiantes.

MEDIATRIZ

Actividad 1. Para realizar en GeoGebra:
I.  Deja la hoja en blanco, ocultando el sistema de ejes coordenados y la cuadricula; y
luego traza un segmento de recta de extremos Ay B.
Il.  Selecciona la herramienta “mediatriz” y sefiala el segmento AB.
I1l.  Ubica un punto P € mzxg y mide las distancias PA y PB. Mueve los puntos anteriores
(A, Py B) y escribe tus observaciones.

IV.  Marca el punto de interseccion del segmento AB con la mzzg y llamale M a dicho

punto. Sefiala los &ngulos PMA y BMP (respetando el orden de los puntos). Mueve los
puntos anteriores (A, P y B) y escribe tus observaciones.

V.  Define con tus palabras “mediatriz de un segmento” (de acuerdo a las conclusiones
obtenidas).

VI. De acuerdo con las observaciones realizadas y el concepto de mediatriz que
escribiste.;Cual de los siguientes casos corresponde a la mediatriz del segmento AB?
Justifica tu respuesta.
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Caso 1 Caso 2
B
M
A
M
Caso 3 Caso 4
M
VII.  Si se pide trazar la mediatriz de un segmento cualquiera utilizando Gtiles de geometria.

¢Puedes hacerlo? Y sin utiles de geometria, ;Podras realizarlo “lo mas preciso posible”?

Las tareas en que se involucra a los estudiantes en la actividad 1 son, por un lado, que los
alumnos propongan una definicion de mediatriz con base en las tareas que atendieron al
construirla; y por otra, verificar si los estudiantes después de realizar estas tareas pueden utilizar
el concepto de mediatriz de un segmento.

4. CARACTERISTICAS DE LOS PARTICIPANTES

Los estudiantes que participaron en la actividad tenian entre 12 y 13 afios y estaban cursando el
primer afio de secundaria. El grupo estaba formado por 10 nifias y 11 nifios. Es importante
destacar que 4 nifias y 1 nifio fueron finalistas en la olimpiada nacional de mateméticas y
pertenecen al seleccionado nacional 2024, ellos 5 manejan un nivel superior al resto de la clase
y ademaés asisten horas extras a un taller de matematicas.

5. DESARROLLO DE LA CLASE
5.1. Presentacion del tema

La clase comenzd cuando los estudiantes se ubicaron en grupos y se le entreg6 la ficha de
trabajo a cada estudiante en la cual iban a trabajar. El profesor coment6 que iban a aprender el
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concepto de mediatriz de un segmento pero que la idea de la clase era que ellos mismos
investigando con GeoGebra puedan llegar al concepto de mediatriz. En ese momento cabe
destacar que muchos estudiantes se entusiasmaron ya que desde primaria manejan el programa y
les gusta trabajar en él. Algunos estudiantes (los que participan en las olimpiadas y dos
estudiantes argentinos) ya conocian el concepto de mediatriz, pero el profesor los colocé en
grupos distintos para apoyar a otros estudiantes. Estos estudiantes tomaron con seriedad y
responsabilidad el rol que el docente les estaba dando.

5.2. Desarrollo del tema

Luego de entregada la ficha se les pidi6 a los estudiantes que leyeran la actividad 1. La primera
consulta que el profesor hizo fue si entendian lo que se pedia en GeoGebra y el uso de
comandos. La respuesta de los estudiantes fue afirmativa, todos entendian qué debian hacer.

El profesor procedi6 a leer para todo el grupo la actividad | y las preguntas que surgieron
fueron:

a) ¢Qué debemos observar?

b) ¢Lo anotamos con nuestras palabras?

€) ¢Lo discutimos como grupo y cada uno lo escribe en su hoja?

d) ¢ mzzg es la mediatriz del segmentoAB?

A la pregunta a) se les contestd que leyeran lo que pedia la consigna y que realizaran las
observaciones prestando atencion a lo indicado.

A las preguntas b) y c) se les respondio6 que si.

La pregunta d) la respondieron varios estudiantes diciendo que si, mostrando que en el
punto I al principio dice “mediatriz del segmento AB” y luego usa lenguaje simbdlico. Luego de
las preguntas se les indico que, al finalizar las 7 consignas, se iban a revisar en forma oral,
debatiendo las ideas de cada grupo y realizando una puesta a punto en el pizarrén.

Finalizando las explicaciones del docente a los estudiantes, trabajaron en forma auténoma.

El profesor no observd que los estudiantes tuvieran alguna dificultad al manejar el
programa. Mientras los estudiantes realizaban la actividad 1, el profesor recorria los grupos para
ver cémo iban trabajando. En el punto 111 el profesor noté que un grupo al ubicar el punto P lo
“animaban” por lo que el punto se movia solo, entonces les llamoé la atencion que el punto
desaparece y vuelve a aparecer. El profesor procedié a preguntarles ¢por qué pensaban que
sucedia esto? Una respuesta fue: “La mediatriz debe ser infinita por eso no termina nunca y el
punto vuelve a aparecer para que puedas verlo de nuevo”. En el punto IV los estudiantes
presionaban los puntos en el otro sentido y el programa les indicaba el angulo concavo. El
profesor sol6 les menciond que leyeran bien como se deben indicar y los estudiantes no tuvieron
mayores problemas. Si bien los estudiantes no recordaban cémo referirse al angulo céncavo le
decian “el del otro lado” “el que le falta a 90° para ser 360°”. En el punto V el docente comento
que la idea era que usaran las partes anteriores y escribieran una posible definicion y que luego
se iba a llegar entre todos a la definicion formal. Se les volvi6 a pedir a los estudiantes de las
olimpiadas que no resuelvan la tarea, sino que sélo guiaran a los otros integrantes del grupo. En
el punto VII, el docente noté muchas dificultades al trazar la mediatriz sin Gtiles de geometria,
pero no en como lo harian, sino en trazar una recta perpendicular. Es adecuado que los
estudiantes sean capaces trazar la mediatriz sin Utiles de geometria, debido a que, si lo hacen
bien, estan indicando saber que la misma pasa por el punto medio del segmento y es
perpendicular al mismo. La utilizacién de Gtiles no garantiza que manejen el concepto de
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mediatriz ya que muchas veces pueden realizar el trazado y la recta no podria pasar por el punto
medio 0 no ser perpendicular. La idea de ubicar el punto medio por aproximacion y trazar la
perpendicular fue la mas usada por los estudiantes, la idea formar los 90° en algunos estudiantes
no estaba clara. El profesor notd que varios estudiantes presentaban problemas motrices. Luego
que todos los grupos terminaron la actividad 1, el profesor procedio a trabajar puntualmente con
los puntos I, IV, V, VI y VII. Se estimaba que la actividad 1 requeria un maximo de 25
minutos, pero llevo entre 30 y 35 minutos. Si bien el uso de la tecnologia tiene sus ventajas, al
ser estudiantes de 12 y 13 afios trabajando en grupo en una computadora cada cierto tiempo se
distraian abriendo péginas web o algunos archivos que encontraban. Las veces que el profesor
los observo, les Ilamo la atencion para que continuaran con la actividad. Esto se podria corregir
teniendo instalado un programa en la computadora del profesor en la que pueda manejar las
demas, permitiendo solo abrir el programa a trabajar.

5.3. Cierre de la clase, puesta a punto de las actividades y analisis de las mismas

Para el cierre de la clase convinieron en forma grupal los puntos trabajados.

En el punto I, al preguntar a los estudiantes acerca de sus observaciones, ellos dijeron
Ccosas como:

e Estudiante 1: “La distancia no cambia”

e FEstudiante 2: “No importa donde este el punto P, si estd en la mediatriz la distancia

entre Py A es la misma que entre Py B”

e Estudiante 3: “Los puntos de la mediatriz equidistan de los extremos del segmento”.

Ante la ultima afirmacién de unos de los estudiantes, el profesor preguntd “;Qué es
equidistar?”, ante esta pregunta siete estudiantes respondieron “estar a igual distancia”. El grupo
en su totalidad comentd que la ultima afirmacion es la “mas formal” matematicamente

hablando.

Figural
Respuesta del grupo 1 al punto 11 de la actividad 1.
HI.  Ubica un punto P € mz;y y mide las distancias PA y PB. Mueve los puntos

anteriores (A,P y B) y escribe tus observaciones.

ot claonsome)  on  Sue  Ied
:'7/ /L ’;37 ;: © g ";‘ 7072, (:,‘VZJ;FJ’_QC{ Q ‘)’L@ i /()l Mﬁfz
el e o el AP @?&«Mm 0& Lo

valizmer’ (A yEB)




Lopez, M. A., Mayo, C. y Molina, J. G.

Figura 2
Respuesta del grupo 2 al punto 11 de la actividad 1.
[II. Ubica un punto P € mzzz y mide las distancias PA y PB. Mueve los puntos

anteriores (A,P y B) y escribe tus observaciones.
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El profesor para mostrar a los estudiantes lo que hizo el grupo que “animé” el punto P,
compartié en el proyector la pantalla y les pidié que mostraran ese comando. Al presentar su
construccion hubo muchas risas al ver que “desaparecia y aparecia” el punto P. La idea de que
la mediatriz es infinita, que es una recta quedd en evidencia con la muestra de ese grupo. El
profesor desconocia que los estudiantes conocian ese comando, resulto que sélo ese grupo lo
conocia y el docente considerd oportuno mostrarlo en clase. En las figuras 1, 2 y 3 se muestran
tres fotos de sus trabajos.

Figura 3
Respuesta del grupo 3 al punto 1l de la actividad 1.
III. Ubica un punto P € mz;gp y mide las distancias PA y PB. Mueve los puntos

.anteriores (A,Py B) y escribe tus observacxonei lA
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Por las tres imagenes, se puede apreciar que los estudiantes lograron concluir lo que se
esperaba en el punto Ill. Algunos estudiantes manejaban el concepto de equidistar y otros lo
buscaron en Google. Ante la consulta del profesor acerca de la busqueda, los estudiantes
mencionaron que habian escuchado una palabra que hacia referencia a “estar a igual distancia”
Yy por este motivo decidieron buscarla.

En el punto IV, cuando el profesor pregunt6 acerca de sus observaciones, ellos dijeron:

e Estudiante 1: “Siempre son rectos”

e Estudiante 2: “Siempre se forman 90° grados”

e Estudiante 3: “La mediatriz forma 90° con el segmento”

e “La mediatriz es perpendicular al segmento”

Al ser consultados por el profesor sobre estas afirmaciones, todos los estudiantes dijeron
que todas eran correctas pero que la “mas matematica” era la Gltima. En las figuras 4, 5y 6 se
muestran tres fotos de sus trabajos.
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Figura 4
Respuesta del grupo 1 al punto IV de la actividad 1.

Figura 5
Respuesta del

Sy

grupo2a

I punto 1V de la actividad 1.

b C et et

Figura 6
Respuesta del grupo 3 al punto IV de la actividad 1.

W

Por las tres imagenes, se puede apreciar que lograron concluir lo que se esperaba en el
punto V.

La idea de esta consigna era observar que la mediatriz de un segmento es perpendicular al
mismo, si bien se puede ver en las imagenes redacciones mas formales que otras, se aprecia que
la idea de perpendicular esta clara. Ambos puntos, el Il y el 1V, van a servir para el punto V
que se detallaré a continuacion.

En el punto V, cuando el profesor preguntd acerca de sus observaciones, ellos dijeron:

e Estudiante 1: “La mediatriz pasa por la mitad y forma 90°”
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e Estudiante 2: “Es una linea que forma 90° y pasa por el punto medio”

e Estudiante 3: “Es la recta perpendicular al segmento por su punto medio”

e Estudiante 4: “Es un segmento que corta al segmento original a la mitad y es

perpendicular”

El docente se detuvo a analizar estas respuestas mencionando ciertos detalles. Ante la
segunda afirmacion se le consultd acerca de la palabra “linea” y de inmediato el estudiante que
dijo “linea” se corrigio afirmando “linea recta”. Con respecto a la ultima afirmacion, el docente
les pregunt6 a los estudiantes “;les parece que la mediatriz es un segmento?”” y ocho estudiantes
mencionaron que al trazar la mediatriz en GeoGebra el programa trazaba una recta. Al
mostrarse en el proyector el caso del grupo que uso el comando “animacion” pudieron verificar
gue es una recta y eso mismo sirvié para corregir la palabra segmento y usar la palabra recta.
Todos los estudiantes estuvieron de acuerdo en que la tercera afirmacion era la correcta y
ademés de anotarse en el pizarron, debieron anotarla en su hoja. En las figuras 7, 8 y 9 se
muestran tres fotos de sus trabajos.

Figura 7
Respuesta del grupo 1 al punto V de la actividad 1.

Figura 8
Respuesta del grupo 2 al punto V de la actividad 1.
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Figura 9
Respuesta del grupo 3 al punto V de la actividad 1.
\ )efine con tus palabras “mediatriz de un segmento™. (De acuerdo a las
usiones obtenidas)
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Se puede apreciar en las tres imagenes que el concepto de mediatriz estd presente en los
estudiantes. En las figuras 8 y 9 es donde se aprecia el mismo con mas formalidad. Los
estudiantes estuvieron de acuerdo como dije anteriormente y ademas de anotar la definicion en
el pizarrén la copiaron en su cuaderno.

En el punto VI, cuando el profesor pregunté acerca de sus observaciones, ellos dijeron:

e Estudiante 1: “Es la tercera”

e Estudiante 2: “La primera y segunda no por lo del angulo y la mitad”

e Estudiante 3: “Sé que la primera y segunda no, que la tercera si es, pero no sé del cuarto

caso”

Si bien todos los estudiantes estuvieron de acuerdo en que el primer y el segundo caso no
eran correctos, y esto al docente le parecid6 muy bueno ya que la idea de que la mediatriz es
perpendicular al segmento por su punto medio se entendid, el docente, al consultarle a los
estudiantes acerca de la tercera afirmacion, not6 que fue la pregunta que menos participacion
tuvo. Menos de la mitad de los estudiantes levant6 la mano para decir lo que pensaba y algunas
respuestas fueron:

e Estudiante 1: “Lo de igual distancia no se cumple”

e Estudiante 2: “Por el punto I1I”

e Estudiante 3: “Por lo que dijo el grupo de equidistar”

Con esas respuestas en forma oral, gran parte de los estudiantes comenzaron a notar las
observaciones del punto Il y pudieron apreciar porque el cuarto caso no es correcto. En las
figuras 10, 11y 12 se muestran tres fotos de sus trabajos.

Figura 10
Respuesta del grupo 1 al punto VI de la actividad 1.
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Figura 11
Respuesta del grupo 2 al punto VI de la actividad 1.

VI De acuerdo a las observaciones realizadas y el concepto de mediatriz que
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Figura 12
Respuesta del grupo 3 al punto VI de la actividad 1.

VI. De acuerdo a las observaciones realizadas y el concepto de mediatriz que

escribiste.
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Por las tres imagenes, se puede apreciar que el analisis hecho por los grupos es correcto y es
interesante ver como los casos 1y 2 son descartados al haber realizado una aproximacion donde
no hay un angulo de 90° en el caso 1y no es el punto medio en el caso 2. El caso 4 no se puede
realizar de esta manera. Cuando el docente pensoé el caso 4 en GeoGebra traz6é un angulo de 91°,
lo cual es muy dificil diferenciarlo con uno de 90° a simple vista, es por eso que el docente
marco las distancias con el fin de aplicar lo visto por los estudiantes en el punto Ill. En la figura
16, sucede algo similar salvo que el caso 4 no lo saben diferenciar. Un detalle por mencionar y
que no parece menor es que un estudiante del seleccionado nacional de Matematicas comenzé a
intuir cierta idea de lugar geométrico al decir “el punto C esta mas cerca de A que de B, es por
eso es que esta de la mediatriz para el lado izquierdo” al decir eso hizo un gesto con las manos
indicando la mediatriz con una mano y mostrando lo que seria un semiplano de borde la
mediatriz. En este momento ya se estaba terminando la clase por lo que el docente no continud
con el punto VII ya que no se podria finalizar con el mismo. El docente comentd que el ultimo
punto de la actividad 1 lo iban a realizar los estudiantes en la siguiente clase y que podian
investigar como trazar la mediatriz de un segmento.
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6. COMENTARIOS FINALES

Si bien el docente no pudo trabajar todo lo pensado, que era trabajar con los siete puntos y
terminar trazando la mediatriz de un segmento, se piensa que la idea de mediatriz quedo clara,
la propiedad que dice que “los puntos pertenecientes a la mediatriz de un segmento equidistan
de los extremos de este” también.

Teniendo en cuenta lo mencionado en la introduccidn se puede apreciar que la interaccion
en el aula entre estudiantes y docente llevé a que se comprenda el concepto de mediatriz de un
segmento por lo que los estudiantes lo aprendieron. Esto no se debe solo a la interaccién
mencionada, sino también a que este tipo de propuestas buscan facilitar la comprension y
aplicacion de conceptos matematicos, aprovechando las posibilidades ofrecidas por las TIC.

Se puede apreciar que varios puntos mencionados por Brooks y Brooks (1993; como se citd
en Antlnez, 2003, pag. 39) se reflejaron en el trabajo propuesto, por ejemplo: valorar los puntos
de vista de los estudiantes, desafiar las suposiciones de los estudiantes a través de actividades en
el aula y presentar problemas relevantes para los estudiantes.
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Resumen: La presente experiencia de clase aborda la descripcién de una secuencia didactica para
modelar problemas de teoria de grafos, apoyada en el uso del software Wolfram Mathematica para
favorecer la ensefianza y aprendizaje en el cuarto semestre de la carrera de Ingenieria en Computacion de
la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Autbnoma de México. La secuencia se divide en
cuatro actividades: i) escribir la solucion de un problema, ii) resolver ejercicios de grafos, iii) usar
comandos de Wolfram Mathematica para generar grafos, y iv) modelar un problema real. Los estudiantes
lograron: i) establecer las conexiones entre la representacion grafica y la matriz de adyacencia de un
grafo, ii) aplicar los comandos apropiados en Wolfram Mathematica para generar grafos y sus matrices
de adyacencia, y trabajar con algunos de sus elementos, y iii) modelar situaciones reales utilizando grafos.

Palabras clave: aprendizaje, CAS, ensefianza, teoria de grafos.

Wolfram Mathematica Software as a Tool for Teaching and Learning Graph
Theory

Abstract: The present class experience addresses the description of a didactic sequence to model graph
theory problems, supported using the Wolfram Mathematica software to promote teaching and learning in
the fourth semester of the Computer Engineering degree of the Faculty of Engineering of the Universidad
Nacional Autébnoma de México. The sequence is divided into four activities: i) writing the solution to a
problem, ii) solving graph exercises, iii) using Wolfram Mathematica commands to generate graphs, and
iv) modeling a real problem. Students were able to: i) establish the connections between the graphical
representation and the adjacency matrix of a graph, ii) apply the appropriate commands in Wolfram
Mathematica to generate graphs and their adjacency matrices, and work with some of their elements, and
iii) model real situations using graphs.

Key words: CAS, graph theory, learning, teaching.
1. INTRODUCCION

Los estudiantes de ingenieria en computacion de la Universidad Nacional Autonoma de México
(UNAM) cursan la asignatura obligatoria de Estructuras Discretas, en esta se estudia el tema de

Como citar: Gil, A. U., Molina, J. G. y Rosas, A. M. (2025). Software Wolfram Mathematica como
herramienta para la ensefianza y el aprendizaje de teoria de grafos. Epsilon, 119, 71-82.
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teoria de grafos. La experiencia personal como docente, permite identificar que los estudiantes si
bien no tienen problema en entender los conceptos basicos de la teoria de grafos, si se les dificulta
modelar un problema como grafo.

Debido al limitado tiempo del curso para abordar este tema, se buscaron alternativas
didacticas que permitieran generar distintos tipos de grafos de forma practica. Después de hacer
una busqueda de tecnologia digital para la ensefianza de matematicas, se decidio disefiar una
didactica apoyada en un Sistema de Algebra Computacional (usualmente Ilamado CAS por sus
siglas en inglés).

Por experiencias anteriores con el uso de esta tecnologia digital se establecié una estrategia
didactica que consta de dos partes: una primera sesion con lapiz y papel durante la clase presencial
y una segunda con el uso de Wolfram Mathematica para trabajo fuera de clase.

1.1. Sistemas CAS

El uso de tecnologias es muy comun en la practica docente actualmente, por ejemplo, tecnologias
como los teléfonos inteligentes estan presentes en las clases de matematicas, especialmente en el
nivel universitario; como sefialan Borba et al. (2017), el rapido avance tecnolégico supera a la
investigacion en educacién matematica. En este trabajo se centra la atencion en los CAS. El
algebra computacional es una disciplina de la computacién cientifica que se sitia en la
interseccion entre las matematicas y las ciencias de la computacion. Se enfoca en el disefio e
implementacion de algoritmos para el calculo de objetos algebraicos.

Segln Lamagna (2019), los CAS se pueden clasificar principalmente en dos: de propdsito
general y de propdsito especifico. Los sistemas de propdsito general estan disefiados para usarse
en la mayoria de las areas de las ciencias y de las matematicas. Los CAS generales ofrecen
principalmente la computacién simbdlica, la computacion numérica, graficas y programacion.
Los sistemas de propoésito especifico estan disefiados para resolver problemas en un area
especifica de las ciencias o matematicas como puede ser la teoria de grupos.

Los CAS han sido utilizados para elaborar practicas docentes en distintos &mbitos. Morales
y Panama (2019) usan GeoGebra para ensefiar algebra y geometria en el primer y segundo
semestre del bachillerato; demostrando que el aprendizaje tiene un incremento significativo en el
segundo semestre respecto al primero. Ramirez (2020), también usa GeoGebra en un curso de
matematicas donde se evalGan contenidos sobre integracion multiple, en el cuarto afio de la
carrera de bachillerato y licenciatura de la ensefianza de matematicas. Por su parte, Medina et al.
(2017) utilizan Maxima para ensefiar mateméticas numéricas en el segundo afio de Ingenieria
informatica a 124 alumnos de distintos periodos. El uso de Maxima influye positivamente en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas numéricas. Vergara et al. (2016) usa Matlab
para ensefiar algebra lineal en la licenciatura en matematicas a 35 estudiantes. Al emplear Matlab,
se observa que a los estudiantes se les facilita la comprensién y la solucion de problemas de
aplicacion de sistemas de ecuaciones lineales y otros temas. Por su parte, Williner (2016) utiliza
Wolfram Mathematica para conocer sobre las manifestaciones de habilidades matemaéticas en el
aprendizaje cuando se trabaja con el software y cuando no, en el primer afio de ingenieria en
analisis matematico. Las actividades que disefiaron incluyen la construccion de tablas, la
generacion de gréficos y el calculo de los valores para encontrar la pendiente de una recta secante.
Los alumnos pasaron de usar Wolfram Mathematica como calculadora, a utilizarlo como un
verdadero instrumento de trabajo.
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1.1.1. Acerca de Wolfram Mathematica

Wolfram Mathematica es un software desarrollado hace mas de 35 afios, que incluye bibliotecas
para muchas areas de la computacion (Vilchez, 2015; Vilchez-Quesada, 2019; Musyrifah et al.,
2021). Se puede utilizar como un CAS y permite a los participantes desarrollar y probar sus
soluciones en la nube a través de un navegador Web. Cuenta con una interfaz que permite publicar
su trabajo a través de cuadernos que utilizan un lenguaje de programacion propio.

En esta propuesta se presenta a la tecnologia Wolfram Mathematica como una herramienta
de estrategia didactica para la ensefianza y aprendizaje de la teoria de grafos, ya que es mucho
méas completa que otras opciones CAS que se revisaron como GeoGebra, Maxima o Matlab.
Ademas de que la UNAM cuenta con una licencia de uso a través del correo institucional.

1.2. Disefio de la secuencia didactica

La secuencia didactica que se presenta estd disefiada con una estrategia hibrida como se ha
mencionado (una parte a lapiz y papel y otra con tecnologia). Se escogid esta estrategia por cuatro
razones. La primera es que con base en la experiencia de otros semestres se notd que los
estudiantes al utilizar el software directamente, mecanizan la solucidn sin pasar por una fase de
conceptualizacion. La segunda razon es que el tema se plantea aprovechando la naturaleza dual
de las matematicas; Sfard (1991) aborda de dos formas la concepcion de las matemaéticas: como
concepcidn estructural u objeto, y como concepcion operacional o procesos. Por ejemplo, una
funcidn se define, en su concepcion estructural, como una relacién que se establece entre dos
conjuntos; y en su concepcidn operacional, como un método o proceso que va de un origen a un
destino. Mientras que una concepcidn operacional tiene que ver con acciones y algoritmos, una
concepcidn estructural es méas abstracta y menos detallada. La tercera es por el uso de Wolfram
Mathematica como apoyo, y esto es siguiendo a lo que Jankvist et al. (2019) encontraron en una
investigacion al trabajar con estudiantes de secundaria, ellos se preguntaron lo que sucede cuando
los procedimientos tradicionales son reemplazados por el uso de CAS. Una de las conclusiones
que establecen es que “El uso de los CAS logra que la forma de trabajar con prueba y error sea
mucho mas eficiente para los estudiantes, lo que ocasiona que pierdan la habilidad de reconocer
la naturaleza necesaria de las soluciones matematicas” (p. 79). La cuarta y ultima razon obedece
a un aspecto econémico social, y es que no todos los estudiantes cuentan con un dispositivo
electronico para desarrollar las actividades durante la clase.

La idea es que una vez que el estudiante realice las actividades con lapiz y papel, se refuerce
el aprendizaje del tema mediante el uso de Wolfram Mathematica a través de la comprobacion
rapida de sus soluciones y el desarrollo de retos adicionales. Turm y Barcel (2022) describen esta
forma de proceder como un modo de uso que se hace de la tecnologia en la clase de matematicas
para favorecer la practica. Dado que la tecnologia CAS ya tiene tiempo considerable en ser usada
en la ensefianza (quiza alrededor de 40 afios), existen una gran cantidad de trabajos de
investigacion al respecto, uno de los importantes es el de Lagrange (2005) en el que se reflexiona
sobre distintos asuntos que surgen cuando una tecnologia con capacidad CAS es llevada a la clase
de matemaéticas: por ejemplo, la necesidad de replantear las tareas matematicas pues el uso de
CAS podria volver obsoletas a las tareas tradicionales.

El objetivo de este trabajo es presentar una propuesta didactica que utiliza Wolfram
Mathematica para mejorar la ensefianza y el aprendizaje de la teoria de grafos. Se plantean cuatro
objetivos didacticos: i) identificar como los estudiantes expresan la solucion de un problema, ii)
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establecer las conexiones entre la representacion grafica y la matriz de adyacencia de un grafo,
iii) aplicar los comandos apropiados en Wolfram Mathematica para generar grafos y sus matrices
de adyacencia, y trabajar con algunos de sus elementos, y iv) modelar situaciones reales utilizando
grafos. Esta propuesta esta dirigida a estudiantes de cuarto semestre de la carrera de Ingenieria en
Computacion de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Auténoma de México.

2. DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA

La experiencia, que fue implementada de forma presencial en un grupo de 28 participantes, se
divide en tres momentos: presentacion del tema, desarrollo del tema y cierre.

2.1. Presentacion del tema

Dentro del aula, en la clase presencial, se explica a los participantes la historia de los puentes de
Konigsberg en el afio de 1700y, con el proyector, se muestra en el pizarron la Figura 1. Se plantea
a los estudiantes las preguntas: ¢ era posible cruzar cada uno de los puentes exactamente una vez?,
¢puedes probarlo? Se invita a los alumnos a que escriban las respuestas con lapiz en un papel.

Figura 1
Problema de los puentes de Kdénigsberg 1700.

Posteriormente, mediante el proyector, se les muestra la Figura 2. Se plantean las mismas
preguntas: ¢es posible cruzar cada uno de los puentes exactamente una vez?, ;puedes probarlo?
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Figura 2
Problema de puentes actual.

El objetivo de esta actividad es conocer la manera con la que el participante aborda la solucion
del problema: un dibujo, un diagrama, prueba y error, etc.

En las figuras 3 y 4 se puede apreciar que los estudiantes hicieron un dibujo de la solucion
del problema y justificaron sus respuestas de manera textual. En la figura 3, el estudiante intentd
mostrar una representacion formal a través de etiquetas en vértices y aristas. En la figura 4 se
puede apreciar que el alumno utilizé prueba y error para determinar la solucion.

Figura 3
Evidencia de la solucion de los dos problemas planteados.
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Figura 4
Evidencia de la solucion de los dos problemas planteados.
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2.1. Desarrollo del tema

Este segundo momento, desarrollo del tema, a su vez se divide en dos partes: una se realiza en
clase y la otra fuera de clase, a continuacion, se explica cada parte.

2.1.1. En clase

El profesor presenta a los estudiantes los temas a revisar de la teoria de grafos: conceptos, tipos
de grafos, representacion de grafos y subgrafos con el apoyo de un proyector. Posteriormente se
plantean ejercicios que el estudiante debe resolver con lapiz y papel. En la figura 5 podemos ver
estudiantes resolviendo los ejercicios en clase. El propésito de esta parte de la actividad es
verificar si el participante comprende los temas que le fueron presentados.

Figura 5
Estudiantes resolviendo los ejercicios.
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En la figura 6, al resolver los ejercicios #3: “Determinar los grados de entrada y salida del
grafo”, #4: “Escribir la matriz de adyacencia del grafo”, #5: “Dibujar el grafo de la matriz de
adyacencia”, #6: “Escribir la matriz de adyacencia del grafo dirigido” y #7: “Escribir la matriz de
incidencia del grafo”, se puede apreciar que el estudiante ya utiliza la representacion formal de
un grafo. En la representacion grafica, coloca etiquetas a los vértices y aristas de los grafos,
ademas de indicar la direccion de las aristas con flechas en el caso de grafos dirigidos. En la
representacion matricial, establece los nombres de los renglones y las columnas, ademas de
colocar los corchetes adecuadamente.

Figura 6
Evidencia de la solucion de los ejercicios.
Fiunip B3 Bikesa.” Sl i
) FL C‘Qj’(q) =3 doﬁ Cq)a\: o ﬁaim« :
% (b= 1 degteb) = 7 gvdéjlwtrg}'}eg(‘/) = |El
Q ‘ (=7 CN@*(C) 5] - %
{ A 7
do-( =4 duftd-3 e
= - g ¥ - AMewta

d £
f*)mqibf Mefriz de odyacuns,

-A'SOV(!

gl02 4

q 504412

i-—o

l c|? A

\ 4 (419 *
C

Dudcy ¥ b Mtz Yo od Yot

abcde
* OiOLO
b LOLiil
Clot 190}
3|10001
e 91101

2.1.2. Fuera de clase

En la segunda parte de este momento, se trabajan tres cuadernos desarrollados en Wolfram
Mathematica en la nube, ellos describen conceptos y tipos de grafos, representacion de grafos y
subgrafos. En cada cuaderno se plantean ejercicios que el estudiante debe resolver con la ayuda
de Wolfram Mathematica y guardarlos en un nuevo cuaderno. Al estudiante se le solicita que
comparta tres cuadernos con las soluciones solicitadas. EI propdsito de esta parte es que el
participante compruebe la solucién de los ejercicios con el uso de la herramienta.

Al resolver el ejercicio “Genera el grafo de la figura y determina su tipo” ( ver Figura 7), el
alumno gener6 un grafo utilizando la sintaxis de Wolfram Mathematica e indicd el tipo de grafo
que es, ademas de justificar su respuesta. La notacidn para definir los vértices del grafo respeta
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las convenciones matemaéticas tradicionales, sin embargo, la notacién para definir las aristas no
cumple con la convencion. Si bien, utiliza las llaves para denotar el conjunto de aristas, no respeta
el uso de paréntesis sustituyéndolos por corchetes. Esto podria causar dificultades a estudiantes
gue no estén familiarizados con la sintaxis de los lenguajes de programacién; sin embargo, no fue
un problema para los estudiantes de ingenieria en computacion que cursan asignaturas de
programacion desde el primer semestre de la carrera.

Figura 7
Evidencia de la solucion de los ejercicios de conceptos y tipos de grafos con Wolfram
Mathematica.
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Es un Pseudo grafo

Como se observa incluye al menos una arista que conecta a el mismo vértice b. A esta arista se le conoce como bucle.

En la Figura 8 observamos como, al resolver el ejercicio “Genera la matriz de adyacencia del
grafo de la figura y comprueba el resultado con el comando AdjacencyGraph, el alumno gener6
una matriz de adyacencia y su representacién grafica. Aunque la notacién para definir la matriz
no cumple las convenciones matematicas tradicionales de los corchetes, la notaciéon para
presentarla en pantalla si lo hace. Ademas, la representacion grafica cumple con la forma de
dibujar vértices y aristas.

Figura 8
Evidencia de la solucién de los ejercicios de representacion de grafos con Wolfram Mathematica.

matrizA = { {o, 1, 0, 1, 2}, {1, 1, 1, 1, 1}, {0, 1, 0, 0, 0}, {1, 1, 0, 0, 3}, {2, 1,0, 3, 0}}
MatrixForm[matrizA]
AdjacencyGraph[matrizA]

= ({0, l, 07 l’ 2}’ (l’ l, l, l’ l}’ {0’ l’ 0’ 0, 0)’ {l, l’ 0’ 0’ 3}’ (27 l’ e’ 3, 0}}

)
G ARG
®0 0+ o
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En la figura 9, al resolver el ejercicio “Genera el subgrafo que se forman con los vértices b, d
y e del grafo de la figura” (misma que se muestra en la propia figura 9), el alumno definié un
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grafo con cinco vértices y generé un subgrafo con un subconjunto de tres vértices. Se tiene la
misma situacion que en el cuaderno de conceptos y tipos de grafos, ya que la notacidn para definir
las aristas no cumple con las convenciones matematicas tradicionales. Sin embargo, la manera de
dibujar el grafo y la opcion de resaltar los vértices que componen el subgrafo ayuda a una mejor
comprension del concepto de subgrafo.

Figura 9
Evidencia de la solucion de los ejercicios de subgrafos con Wolfram Mathematica.

grafoOriginal = Graph[{b, c, a, e, d}, {UndirectedEdge[b, c], Undirec [b, al, Undir gelb, e], Undir [a, e], UndirectedEdge[a, e],
UndirectedEdge[a, d], UndirectedEdge[e, d], UndirectedEdge[e, d], Undir gele, d], Undire [b, bl},
VertexLabelStyle - Directive[FontSize - 12, Black, Italic],

EdgeStyle - Blue, VertexStyle - Bluel;
subgrafo = Subgraph[grafoOriginal, {b, e, d}];
HighlightGraph[grafoOriginal, subgrafo, VertexLabels - "Name", VertexLabelStyle - Directive[FontSize - 12, Black, Italic], EdgeStyle - Blue, VertexStyle - Blue]

2.1.3. Cierre

En el tercer momento el profesor muestra a los alumnos, con ayuda del proyector, 1o que se
observa en la Figura 10. En este caso solicita que modelen la red de trenes planeada para el 2050
en México y que hagan una representacion de ello. El propdsito de esta parte es que dibujen el
grafo con nodos y Vvértices, ademas de construir la matriz de adyacencia, y también comprobar si
los estudiantes pueden aplicar los conceptos comprendidos en el modelado de un problema real.
Esto sin decir explicitamente que tienen que hacerlo aplicando teoria de grafos.

Figura 10
Red de trenes planeada para el afio 2050 en México.
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En la Figura 11 observamos como el alumno dibujé el grafo con etiquetas en los vértices y
aristas no dirigidas, lo que es correcto porque las vias del tren generalmente van en dos
direcciones. También construyd la matriz de adyacencia del grafo, aunque omitié el uso de
notacion de corchetes para su representacion.

Figura 11

Evidencia con la solucidn del ejercicio de modelado
~ |

)
4
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¥

| T 5

3. CONCLUSIONES

En la parte de presentacion del tema, los estudiantes se mostraron participativos y funcion6 de
acuerdo con lo planeado. La mayoria utilizaron representaciones graficas como las presentadas
en las figuras 3 y 4, y describieron la solucion a la que llegaron mediante prueba y error. Las
dificultades que presentaron los estudiantes fueron que la mayoria no saben expresar sus ideas en
papel, ya sea con notacion de conjuntos, con relaciones o con matrices; tampoco saben modelar
un problema. Esto no se puede superar en una sesion de una hora. Requiere un trabajo continuo
por parte del estudiante. Una posible razon de esto es que los estudiantes no llevan asignaturas
previas de modelado, ni metodologia de sistemas por lo que es dificil para ellos hacerlo.
Consideramos que en esta primera parte de lapiz y papel los estudiantes lograron realizar la
mayoria de las cosas que se habian planteado en el disefio de la actividad, por lo que, aunque hubo
algunas deficiencias pensamos que esta parte cumplio el objetivo de identificar cémo los
estudiantes expresan la solucion de un problema.
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En el momento de desarrollo del tema, en la etapa presencial, los estudiantes se mostraron
activos en el desarrollo de las soluciones y funcion6 de acuerdo con lo planeado. Las dificultades
que se presentaron fueron en el uso de notaciones formales para representar conjuntos y en los
conocimientos previos con respecto a matrices que es un tema que se estudia en algebra lineal en
el primer semestre de la carrera. Estas dificultades se superaron repasando con ellos la notacion
de conjuntos y listando las propiedades de las matrices. La dificultad sefialada es comdn, suele
ser el resultado de la falta de practica de lo aprendido en los primeros semestres en asignaturas
posteriores. Consideramos que el objetivo de establecer las conexiones entre la representacion
gréfica y la matriz de adyacencia de un grafo, se cumpli6 en su mayoria.

En el momento de desarrollo del tema, en la parte del trabajo fuera de clase con el uso de
Wolfram Mathematica, s6lo 15 estudiantes realizaron la actividad debido a la premura en la
entrega. Las dificultades que se presentaron fueron técnicas, en relacién con el uso de la licencia
del CAS y con el uso del lenguaje Wolfram Mathematica. Estas dificultades se superaron
respondiendo las dudas por correo electrénico respecto a como obtener la licencia y con la
documentacion del lenguaje utilizado. Las evidencias que enviaron los estudiantes nos dejan ver
que lograron cumplir el objetivo de aplicar los comandos apropiados en Wolfram Mathematica
para generar grafos, sus matrices de adyacencia y trabajar con algunos de sus elementos.

En el momento de cierre, los participantes se mostraron nerviosos por el limite de tiempo de
la actividad, pese a lo cual funciond de acuerdo con lo planeado. Consideramos que la evidencia
analizada permite ver que, aunque con algunas deficiencias, el objetivo de modelar situaciones
reales utilizando grafos, casi se cumpli6 porque la mayoria de ellos dibujaron el grafo y su matriz
de adyacencia como se espera. Otros no terminaron la matriz por falta de tiempo para el desarrollo
del ejercicio.

Tomando en cuenta la experiencia docente, se pueden sugerir las siguientes estrategias: i)
solicitar a los participantes que revisen sus conocimientos previos antes de la secuencia didactica,
ii) proporcionar a los alumnos la documentacion del lenguaje de Wolfram Mathematica con
antelacién para su estudio fuera de clase, iii) incorporar el desarrollo de un problema integral de
teoria de grafos, como una actividad preparatoria para el problema del modelado en el cierre, y
iv) incrementar el tiempo destinado al desarrollo de la actividad en el cierre para que los
estudiantes no se sientan presionados.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Borba, M. C., Askar, P., Engelbrecht, J., Gadanidis, G., Linares, S. y Sanchez, M. (2017). Digital
Technology in Mathematics Education: Research over the Last Decade. En G. Kaiser
(Ed.), Proceedings of the 13th International Congress on Mathematical Education,
ICME-13 Monographs (pp. 222-233). https://doi.org/10.1007/978-3-319-62597-3 14

Jankvist, U. T., Misfeldt, M. y Aguilar, M. S. (2019). What happens when CAS procedures are
objectified? —the case of “solve” and “desolve.” Educational Studies in Mathematics,
101(1), 67-81. https://doi.org/10.1007/s10649-019-09888-5

Lamagna, E. A. (2019). Computer Algebra. CRC Press. https://doi.org/10.1201/9781315107011

Medina, J. F., Arteaga, E. y del Sol, J. L. (2017). La ensefianza de las matematicas, en la carrera
de Ingenieria Informatica, utilizando el software libre. Universidad y Sociedad, 9(5), 219-
225.

81


https://doi.org/10.1007/s10649-019-09888-5

82

Gil, A. U., Molina, J. G. y Rosas, A. M.

Morales, C. y Panaméa, G. (2019). Experiencia de la ensefianza y aprendizaje del algebra y
geometria con ayuda de GeoGebra. En Memorias de la | Jornada Ecuatoriana de
GeoGebra (pp. 129-139). Universidad Nacional de Educacion.

Musyrifah, E., Rabbani, H., Sobiruddin, D. y Khairunnisa. (2021). Development of wolfram
mathematica application-assistedlearning module on derivative in high school. Journal
of Physics: Conference Series, 1836, 012076. https://doi.org/10.1088/1742-
6596/1836/1/012076

Ramirez, B. A. (2020). GeoGebra en 2D y 3D como recurso didactico en un curso de integracion
multiple: una experiencia de ensefianza-aprendizaje. Revista Digital: Matematica,
Educacion e Internet, 21(1), 1-18. https://doi.org/10.18845/rdmei.v21i1.5341

Sfard, A. (1991). On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on processes and
objects as different sides of the same coin. Educational Studies in Mathematics, 22(1), 1-
36. https://doi.org/10.1007/bf00302715

Thurm, D. y Barzel, B. (2022). Teaching mathematics with technology: A multidimensional
analysis of teacher beliefs. Educational Studies in Mathematics, 109, 41-63.
https://doi.org/10.1007/s10649-021-10072-x

Vergara, G., Avilez, A. y Romero, J. (2016). Uso de Matlab como herramienta computacional
para apoyar la ensefianza y el aprendizaje del algebra Lineal. Revista Matua, 3(1), 83-91.

Vilchez, E. (2015). Paquete VilGebra: recurso didactico a través del uso del software
Mathematica en el campo del algebra linea. Revista digital—Matematica, Educacion e
Internet, 15(1), 1-71.

Vilchez-Quesada, E. (2019). Estudio de caso: Estrategia de ensefianza y aprendizaje asistida por
computadora para un curso de matematica discreta a través del uso del paquete VilCretas
en el software Wolfram Mathematica. Revista Electronica Educare, 23(2), 1-25.

Williner, B. (2016). Andlisis de una actividad didactica en la que se usa la computadora como
herramienta cognitiva. En A. De Giusti, I. Sattolo, J. lerache y P. Pesado (Eds.), XI
Congreso de Tecnologia en Educacién y Educacion en Tecnologia (TE&ET 2016). Libro
de actas (pp. 301-310). Universidad Nacional de La Plata.


https://doi.org/10.18845/rdmei.v21i1.5341
https://doi.org/10.1007/s10649-021-10072-x

&pSliph

Epsilon — Revista de Educacion Matematica 2025, n° 119, 83-90
Seccion: Experiencias de aula

Uso de la inteligencia artificial en la labor docente
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Resumen: La inteligencia artificial (1A) esta revolucionando el mundo tal y como lo conocemos hasta
ahora. Si bien hace unos afios escuchabamos hablar de ella como algo lejano, la realidad es que ya tenemos
acceso a una infinidad de herramientas que proporcionan soluciones al momento mejorando nuestra
productividad y optimizando procesos. Todos los sectores estan experimentando un auge en este sentido.
La IA en la Educacion tampoco se queda atrds. El pensamiento computacional esta favoreciendo al
alumnado ya que se mejora la experiencia de usuario. Por su parte, para los docentes, es una oportunidad
para innovar y adoptar aplicaciones que colaboren en la creacion de aprendizajes inmersivos, eficientes
y personalizados.

Palabras clave: ChatGPT, inteligencia artificial generativa, proceso de ensefianza y aprendizaje,
tecnologia educativa.

Use of Artificial Intelligence in Education

Abstract: Artificial intelligence (Al) is revolutionizing the world as we know it. While a few years ago we
heard about it as something distant, the reality is that we now have access to a multitude of tools that
provide immediate solutions, improving our productivity and optimizing processes. All sectors are
experiencing a boom in this regard. Al in Education is no exception. Computational thinking is benefiting
students by enhancing the user experience. For teachers, it is an opportunity to innovate and adopt
applications that contribute to creating immersive, efficient, and personalized learning experiences.

Key words: ChatGPT, educational technology, generative artificial intelligence, teaching and learning
process.

1. JUSTIFICACION

La llegada de la IA ha redefinido las funciones docentes y el proceso de aprendizaje. En el &mbito
educativo, la 1A ofrece oportunidades diversas, desde gestion escolar eficiente hasta la
personalizacion del aprendizaje. Sin embargo, se deben abordar riesgos como sesgos algoritmicos
y desigualdades en el acceso tecnoldgico. Aprender sobre la IA se convierte en un componente
esencial para el profesorado, incluyendo su comprension y aplicacion ética, para aprovechar las
ventajas de la 1A en la educacion y mitigar sus desafios.

En la funcidn docente, al igual que sucede en muchos ambitos, la administracion del tiempo
es esencial para garantizar una educacion efectiva. En este sentido, la A puede ser una valiosa
aliada que ayude a optimizar varias de las actividades diarias de los educadores. Entonces, ¢por
qué no aprovechar la IA para facilitar la automatizacion de tareas administrativas, el analisis de
grandes volumenes de datos y la elaboracion de informes a los docentes? ¢Por qué no utilizar la
IA para la creacion de recursos personalizados y accesibles? Por poner solo unos ejemplos, el
profesorado puede utilizar la IA para la automatizacion de tareas administrativas (facilita el
seguimiento de asistencia, gestion de calificaciones...), para la planificacion de programaciones

Como citar: Bullejos, M. (2025). Uso de la inteligencia artificial en la labor docente. Epsilon, 119, 83-90.
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(ayuda a planificar programaciones mas efectivas y alineadas con las necesidades del alumnado),
para explorar métodos de ensefianza innovadores (utiliza la gamificacion o el aprendizaje basado
en proyectos, para mantener al alumnado comprometido y motivado) o para adaptarse a
necesidades individuales (crea y adapta los recursos y materiales educativos segun las necesidades
de cada estudiante, promoviendo la inclusion y el aprendizaje personalizado).

Sambola (2023) presenta el estado de la IA en la Educacién, utilizando un método de revision
exhaustiva de la literatura. Es inevitable que nos surjan varias preguntas ante los desafios que
supone la irrupcion de herramientas como Chat GPT en la docencia: ¢Qué oportunidades brinda
para mejorar la calidad de la docencia? ¢Estamos ante un punto de inflexion en la educacién tal
y como la conocemos? (Jiménez et al., 2023).

Respecto al alumnado, ya empieza a conocer el funcionamiento y el impacto en su vida diaria
de la IA. Es esencial resaltar que el aprendizaje de la IA en los centros educativos no solo implica
tecnologia, sino también empoderar al alumnado con habilidades esenciales para enfrentar un
futuro laboral en constante cambio.

En el contexto escolar actual, resulta evidente que alin no se ha logrado aprovechar
plenamente las alternativas que la IA pone a disposicion del profesorado y del sistema. Al
aprovecharlas, tanto el profesorado como el sistema educativo en su conjunto pueden
experimentar mejoras significativas en la calidad de la ensefianza y el aprendizaje, asi como en la
eficiencia de la administracion y la toma de decisiones.

Interesados en llevar a nuestras aulas el uso de la Inteligencia Artificial, asi como de analizar
sus posibilidades y riesgos en la docencia, un grupo de docentes de secundaria solicité al CEP de
Granada realizar un Grupo de Trabajo siguiendo las INSTRUCCIONES DE 11 DE SEPTIEMBRE
2023 DE LA DIRECCION GENERAL DE TECNOLOG/AS AVANZADAS Y
TRANSFORMACION EDUCATIVA PARA EL DESARROLLO DE GRUPOS DE TRABAJO. El
trabajo realizado a lo largo de esta formacién ha proporcionado un mayor conocimiento de la
tematica para el profesorado y facilitado el enriquecimiento de tareas para el alumnado y el disefio
de propuestas para el aula centradas en el uso de la IA. Describimos a continuacion la propuesta
de trabajo.

2. OBJETIVOS Y ACTUACIONES

Para articular esta autoformacién se establecieron tres objetivos formativos y se definieron unas
actuaciones para cada uno de los mismos que permitiesen al profesorado participante desarrollar
una propuesta para el aula.

2.1. Objetivo 1

Conocer el concepto de Inteligencia Artificial, su historia y aplicacion en diversos ambitos,
focalizando en su utilidad en la educacion para crear situaciones de aprendizaje
personalizadas en funcion de las caracteristicas del alumnado, logrando que resulten
motivadoras y despierten su curiosidad.

La actuacion numero 1 de este objetivo es el estudio del concepto de inteligencia artificial,
su historia y aplicacion en diversos &mbitos a través de la busqueda de material de consulta
(articulos, videos, infografias, etc.) y la creacién de un foro donde intercambiar ideas, la cual
se cumple a través de los siguientes indicadores:
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- Se crea una clase en classroom llamada “Inteligencia Artificial” donde se pueden almacenar
y consultar los articulos encontrados sobre esta temética.

- Se almacenan y consultan articulos, videos e infografias encontrados sobre el tema: en las
siguientes entradas al foro se adjuntan videos sobre el concepto de la IA, asi como articulos e
infografias sobre su fundamento matematico y el big data. Se recopila en un documento un
resumen de la evolucion de la inteligencia artificial en las Gltimas décadas y un enlace al primer
chatbot (Eliza). Ademas, se realiza una seleccién de videos y articulos sobre el uso de la 1A en
ambitos como el de la alimentacién, la agricultura, la sanidad, la cultura social, las ciudades
inteligentes y por supuesto la educacion. Por Gltimo, se comparte un documento resumen sobre
el concepto de IA generativa, ventajas, desventajas y su evolucion en las Gltimas dos décadas
junto a articulos y videos relacionados.

La actuacién nimero 2 de este objetivo consiste en la revisién del uso de la inteligencia
artificial en la educacion a través de la busqueda de material audiovisual y programas
informéticos. La llegada de la IA ha redefinido las funciones docentes y el proceso de
aprendizaje. En el &ambito educativo, la 1A ofrece oportunidades diversas, desde gestion escolar
eficiente hasta la personalizacion del aprendizaje. Sin embargo, se deben abordar riesgos como
sesgos algoritmicos y desigualdades en el acceso tecnoldgico. Aprender sobre la IA se
convierte en un componente esencial para el profesorado, incluyendo su comprension y
aplicacién ética, para aprovechar las ventajas de la 1A en la educacién y mitigar sus desafios.
Se adjuntan articulos, una encuesta, una guia ética e infografias sobre la 1A en educacién. Por
altimo, se comparte un documento que explica el concepto de prompt y recopila los programas
gue podemos usar en educacién en cinco bloques: texto, audio, imagen, video y codigo fuente.
Hay también una infografia con un ejemplo de aplicacion en el aula de cada uno de ellos.

La actuacién nimero 3 consiste en la realizacion de un debate: intercambio de opiniones
sobre el material encontrado. Debatimos sobre el material encontrado, su utilidad y aplicacién
en nuestra labor docente. Cada integrante del grupo participa en el foro comentando algin
programa, video o aplicacion (Chat GPT, Bard de Google, DALL- E para crear gréaficos,
Copilot de Windows, creacion de un chatbot, videos con animacion e incluso uno de
felicitacion navidefia generado con IA). Para ello, se utilizan documentos recopilatorios con
las ventajas y desventajas encontradas en los programas y aplicaciones probadas.

2.2. Objetivo 2

Estudiar y profundizar en el uso de la IA para optimizar las tareas de la labor docente
referentes a la evaluacion y seguimiento del rendimiento académico del alumnado
(elaboracion de rdbricas, material individualizado, atencién a alumnado con necesidades
especificas de apoyo educativo...).

La primera actuacion de este objetivo es el andlisis de las tareas de nuestra labor docente
susceptibles de optimizarse usando IA y la realizacién de pruebas usando programas de 1A
para elaborar rdbricas u otros instrumentos de evaluacion. Para ello se analizan las tareas
(generacion de ejercicios, rabricas de evaluacién, programas de refuerzo a alumnado con
necesidades especificas...) y se recoge en un documento compartido con el grupo para que
todos los integrantes conozcan los programas mas Utiles. En dicho documento se pueden ver
las pruebas con diferentes programas de 1A y sus excelentes resultados (Chat GPT, Bard, Chat
sonic, Chat pdf, D-iD, Piggy, Conker). Se usan b&sicamente para generar ejercicios, problemas,
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cuestionarios y rabricas de evaluacion. Nos llama especialmente la atencién el programa Piggy,
gue genera una historia con imagenes a partir de cualquier concepto que le indiques.

La segunda actuacion de este objetivo es la preparacion de material para nuestras clases
usando IA a través de la elaboracion de relaciones de ejercicios y tareas, andlisis de los
programas utilizados y uso de la IA en la generacion de material individualizado. Para ello, se
preparan relaciones de ejercicios y tareas para nuestras clases mediante 1A (trigonometria,
ecuaciones y sistemas, binomio de Newton, geometria, creacion de una mascota de la Il Feria
de Orientacion Académicay Profesional, actividades de rol play e incluso un documento donde
se reflejan las pautas a seguir en el desarrollo y resolucién de un problema matematico). A
continuacion, se comentan los programas utilizados: si su funcionamiento es correcto o no, el
coste econémico (observando si hay periodo de prueba gratuito), y si se adaptan a las
caracteristicas de nuestro alumnado. Ademas, se hace uso de la IA para generar material
individualizado que optimice la atencion a alumnado con necesidades especificas de apoyo
educativo. Se comparte en el classroom un documento comparativo de los programas Gemini
(anterior Bard de Google), Chat Sonic y Chat Gpt analizando sus pruebas y errores encontrados
al generar problemas de ecuaciones para alumnado con necesidades especificas de apoyo
educativo de 1°ESO.

2.3. Objetivo 3

Aprender nuevas tecnologias mdviles utiles para el disefio y descripcion de tareas que
permitan implementar la IA en nuestra labor docente en el aula como un nuevo recurso
educativo que promueve la investigacion, el desarrollo, la innovacién y el aprendizaje
colaborativo

La primera actuacion de este objetivo es el desarrollo de una sesion usando inteligencia
artificial en el aula (estudio de una aplicacion o programa informéatico que pueda ser usado por
el alumnado vy utilizacion de esta tecnologia en una sesion lectiva en el aula). Para ello, se
estudia una aplicacion movil o programa de ordenador para presentarla al alumnado en una
tarea de nuestra materia, comprobando que puede usarse en el aula de ordenadores si es el caso,
detectando y solventando errores y fallos para evitar que ocurran en clase. Este punto es
especialmente importante sobre todo al usar programas que requieren la autenticacion del
alumnado mediante un correo electrénico y contrasefia.

Finalmente se lleva a cabo la sesién de trabajo en el aula utilizando la 1A y se toman
evidencias de su uso mediante fotos o videos. En resumen, hemos usado inteligencia artificial
para crear imagenes con leonardo.ai y copilot (bing de google) y para videos la web haiper y
la aplicacién invideo. Llama la atencion que estas dos Gltimas herramientas no estaban
disponibles cuando se inicio el grupo de trabajo, sino que han aparecido a posteriori. También
hemos usado Chat GPT para generar ejercicios de geometria y trigonometria que han sido
realizados por nuestro alumnado en el aula.

La ultima actuacion llevada a cabo es la evaluacion de su impacto en el proceso de
ensefianza aprendizaje: valoracion de la aceptacion por parte del alumnado del uso de la 1A'y
difusion en redes sociales de la experiencia. Se valora de forma muy positiva la aceptacion por
parte del alumnado de la nueva metodologia (como puede comprobarse en los “me gusta” y
comentarios del instagram del instituto). El coordinador realiza videos recopilatorios de las
actividades con el programa DaVinci Resolve para su difusion en la web y redes sociales del
centro. En el classroom de matemaéticas del alumnado se comparte igualmente el video



Bullejos, M.

recopilatorio para que puedan visionarlo aquellos que no disponen de teléfono movil o perfil
en instagram, de forma que también puedan aportar comentarios de lo que les ha parecido la
sesion lectiva.

3. DESARROLLO DEL TRABAJO

Como resultado de la actividad formativa se han generado materiales y recursos que pueden
utilizarse de forma transversal en todos los niveles de secundaria y bachillerato de matematicas y
del alumnado del ciclo de formacion profesional de apoyo a la direccion.

Junto al repositorio con gran cantidad de articulos, videos e infografias sobre el uso de la
inteligencia artificial y su aplicacion en el ambito de la educacion, se han desarrollado
documentos de elaboracion propia: documento resumen de la evolucion de la inteligencia
artificial en las Ultimas décadas, documento resumen sobre el concepto de IA generativa, ventajas,
desventajas y su evolucion en las Ultimas dos décadas, guia ética de uso y abuso de la IA,
documento que explica el concepto de prompt y recopila los programas que podemos usar en
educacion en cinco bloques: texto, audio, imagen, video y codigo fuente y documentos
comparativos de diferentes IA usadas a la hora de la generacion de ejercicios.

En relacion a lo anterior, se han obtenido relaciones de actividades y tareas en diferentes
ambitos: sistemas y ecuaciones (disefiadas para alumnado con necesidades especificas de apoyo
educativo), trigonometria (tanto nivel bachillerato como secundaria en inglés), geometria,
binomio de Newton, rol play, creacion de un chat bot... Ademas, se ha utilizado la 1A para
elaborar documentos que ayuden al alumnado en su trabajo, como una guia donde se reflejan las
pautas a seguir en el desarrollo y resolucién de un problema matematico que puede extenderse a
otro tipo de problemas no necesariamente de esa materia. Otros materiales elaborados ayudaran
a cuestiones relativas a nuestra labor docente: situaciones de aprendizaje, rabricas de evaluacién
e informes de evaluacion.

Ademas, se ha utilizado la IA para obtener informacién matematica (por ejemplo, en relacién
con dos teoremas clasicos del calculo infinitesimal, el teorema de Rolle y el teorema del Valor
Medio) que fue de ayuda en la elaboracion de apuntes del tema de aplicaciones de las derivadas,
de 2° de Bachillerato de Ciencias Sociales. Con las webs de generacion de imagenes se han creado
portadas para temas de apuntes de bachillerato, imagenes (ver Figura 1) que representan varios
poliedros regulares en un entorno tridimensional y cuerpos geométricos (estos Gltimos también
en video). En apoyo al plan lector, se ha usado la IA para crear textos cortos y hacer una lectura
comprensiva, ademas de unas preguntas relacionadas con la misma. Por Gltimo, se ha optimizado
el logotipo del instituto y se ha creado una mascota de la Il Feria de Orientacion Académica y
Profesional llamada “Orientin”.

Figura 1l
Figuras geométricas generadas con 1A
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4. PUESTA EN PRACTICA Y RESULTADOS

Hay tres aspectos en los que el uso de la IA mejorard los procesos de ensefianza-aprendizaje
actuales: gracias a ella se reduciran las tareas repetitivas, se fomentara la educacion personalizada
y se dard mas relevancia al aprendizaje colaborativo.

El proceso de ensefianza no esta exento de tareas repetitivas que roban al profesor tiempo y
energia. La IA actual es capaz de automatizar muchas de estas tareas administrativas, como
realizar evaluaciones de trabajo en casa o calificaciones de examenes tipo quiz con una velocidad
y precision mayor que la del profesorado.

Al mismo tiempo que evalUa al alumno, esta tecnologia también puede identificar lagunas de
conocimiento y ofrecerle contenidos para cubrirlas e, incluso, detectar desde el comienzo del
curso cudl sera la evolucion previsible de un estudiante, para actuar en consecuencia. Esto lleva
a otra de las aplicaciones de uso en educacion de la IA: el aprendizaje personalizado. Un objetivo
dificil de llevar a cabo con las técnicas de ensefianza tradicional, pero que se sitta en el centro del
uso de las nuevas tecnologias en el aula. Algunas aplicaciones de la IA se orientan a disefiar
unidades didacticas adaptables dindmicamente al estudiante. Ayuda a proporcionarles itinerarios
de aprendizaje, contenidos personalizados y el feedback que cada estudiante necesita.

En cuanto al aprendizaje colaborativo, la IA también desarrolla algoritmos que facilitan el
trabajo en equipo. Hoy por hoy sabemos que los estudiantes aprenden mejor, mantienen el
conocimiento méas tiempo y tienen una experiencia mas satisfactoria cuando trabajan en equipo.

Por otro lado, las herramientas de 1A plantean una serie de preocupaciones éticas debido a su
capacidad para crear contenido falso y realista. Las 1As generativas pueden utilizar datos
personales y recrear voces, rostros y otros elementos sin el permiso de los individuos. Ademas,
podrian tener un impacto en la propiedad intelectual y los derechos de autor. La generacion
automatizada de obras artisticas, textos y musica podria plantear cuestiones sobre la atribucion y
el reconocimiento adecuado de los creadores originales. Debemos enfocarnos en el buen uso de
esta nueva tecnologia.

La implantacion de la 1A también provocara un cambio en el rol del docente. No solo porque
deberd aumentar sus conocimientos sobre tecnologia; también porque podra centrarse mas en el
alumno. Es lo que algunos denominan ya el ‘maestro digital” porque una de sus herramientas de
trabajo seran las aplicaciones. En los préximos afos, tendremos una amplia variedad que
apoyaran mucho a los docentes en la ensefianza. Se vislumbran aplicaciones como rutas de
aprendizaje 6ptimas, geolocalizacion y servicios académicos, planeacion y gestion académica en
planteles educativos, entre otras. Este cambio en el rol docente pudo comprobarse en las sesiones
lectivas dedicadas a trabajar cuerpos geométricos con alumnado de 1°ESO en el aula de
ordenadores. El alumnado toma el control de los programas y aplicaciones, ya que no debemos
olvidar que al tener 12 afios son nativos digitales y han crecido totalmente familiarizados con las
nuevas tecnologias. El docente se limita a guiar en el proceso de aprendizaje, dejando libertad al
alumnado y en ocasiones aprendiendo y sorprendiéndose de los resultados obtenidos.

En los siguientes en laces pueden consultarse tanto el video recopilatorio de la sesidn lectiva
con IA como la difusion en la web y redes del centro:

e https://youtu.be/onpHZIrIHUC

e https://iesgeneralife.es/trabajando-con-la-ia-en-el-aula-de-matematicas/

e https://www.instagram.com/reel/C6JTrMkIjVs/?igsh=ZDR2MjVmcWittNHJi
En la Figura 2 mostramos una vista de esta difusion.



https://youtu.be/onpHZlrIHUc
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Figura 2
Difusion de video recopilatorio de la actividad en redes
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5. DIFICULTADES Y CONCLUSIONES

La IA esta en pleno desarrollo y eso ha llevado a que continuamente a lo largo del desarrollo del
grupo de trabajo nos hayamos quedado “desfasados”. Por ejemplo, en el momento de escribir este
articulo se acaba de lanzar la version 4 de Chat GPT y durante la primavera aparecen las
aplicaciones de video invideo y haiper que eran desconocidas en otofio.

Al estar en continua mejora, en muchas ocasiones no produce resultados satisfactorios. El
desarrollo de las IA’s debe ser mas profundo para que su uso como complemento en el aula sea
fiable. En la actividad de figuras geométricas, las aplicaciones de imagen y video funcionan
“bien” con indicaciones sencillas (por ejemplo, tridngulo equilatero) pero si pretendes algo de
mayor dificultad (por ejemplo, el baricentro o el incentro) se hacian un lio considerable y sacaba
resultados que nada tenian que ver con lo solicitado. Ante este problema en la generacion de
iméagenes, llegamos a la conclusion de que es un acierto pedir que la 1A genere los prompts.

De igual forma, si profundizamos en conceptos matematicos complejos, por ejemplo pidiendo
gue demuestre una determinada propiedad en relacion con el producto escalar de vectores, la
verdad es que el bucle en que entra Chat GPT es de 6rdago. Necesita mucho margen de mejora.
Por cierto Gemini tampoco puede probar propiedades tan especificas.

En otros casos, se presentan soluciones en las relaciones de ejercicios con fallos
considerables. Por tanto, aln es necesario tiempo para que la informacion obtenida mediante 1A
sea 100% correcta.

En varios casos nos hemos encontrado con la dificultad para utilizar algunas aplicaciones
debido a que tienen un coste. La solucion ha sido utilizar versiones de prueba que en muchos
casos solo permiten realizar un nimero limitado de imégenes o videos con una duracion de
maximo 2 0 4 segundos, lo cual es bastante escaso.

En el desarrollo de la actividad con el alumnado, es necesario que se autentiquen en las web
y aplicaciones con una cuenta de correo y una contrasefia. Algunas de las aplicaciones de
imégenes no permiten el acceso con una cuenta institucional como es la que maneja el alumnado
(@g.educaand.es) y se necesita una cuenta alternativa con dominio @gmail.com. En el caso de
Copilot, al ser de Windows, la cuenta requerida tiene que ser de dominio @hotmail.com. Por
tanto, es dificil que el alumnado tenga a su disposicion tantas cuentas de correo distintas, ya que
por lo general sélo utiliza la del instituto. Ademaés, algunos no recuerdan su contrasefia y el trabajo
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en el aula de ordenadores se complica desde el primer minuto ya que sin la autenticacion y
creacion de un perfil las aplicaciones no permiten generar nada.

Relacionado con el punto anterior, actualmente nos encontramos con la prohibicion de uso
de teléefonos moviles en el centro. En muchos casos, cuando el alumnado intenta entrar por
primera vez al correo en el ordenador, se le envia un cédigo de verificacion al teléfono movil. En
este punto, algunos no tienen el dispositivo en el centro y otros han pedido permiso para poder
mirarlo, algo que se ha autorizado de forma totalmente excepcional. Esta situacion provocé
alguna queja por parte de los padres de aquellos alumnos que no pudieron autenticarse ya que sus
hijos no tienen mavil.

Debe ser objeto de debate futuro la compatibilidad del uso puntual de aplicaciones mdviles
en el aula para poder aprovechar todas las ventajas y nuevas metodologias que ofrece la IA.

Como conclusion, es de resaltar en esta autoformacion, por la relevancia y efecto que produce
en la transformacion educativa de los centros:

-La buena coordinacion entre las distintas autoformaciones que se han desarrollado en el IES
(especialmente con el programa CIMA) y la Formacion en Centros, poniendo en practica y
aplicando todo lo aprendido para realizar los productos de ésta.

-La difusidn realizada, tanto dentro como fuera del centro (web, redes sociales, publicacion
de videos de productos...) asi como la capacidad de motivar e implicar al resto de profesores del
claustro en el mismo, aunque no fueran integrantes del grupo.

-El aumento de motivacion que todo ello ha generado en el alumnado, mostrandose
totalmente receptivos e ilusionados ante esta nueva forma de presentacion de los contenidos e
implicandose en el desarrollo de las actividades planteadas de una forma totalmente diferente a
latradicional, ya que por lo general requieren moverse de su pupitre e interactuar con el ordenador
y las nuevas tecnologias.
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Resumen: Las matematicas estan presentes en nuestra vida cotidiana. EI SET es un juego de cartas,
aparentemente sencillo, en el que podemos encontrar muchas matematicas; desde combinatoria o
congruencias, hasta una interpretacion geométrica del juego que he realizado con GeoGebra. Os invito a
que las descubrais.

Palabras clave: probabilidad, combinatoria, juego, GeoGebra, congruencias, SET.
The hidden mathematics in the SET game

Abstract: Mathematics is undoubtedly present in our daily lives. SET is a card game, apparently simple,
in which we can find a lot of mathematics. From combinatorics or congruences, to a geometrical
interpretation of the game that | have made with GeoGebra. | invite you to discover them.

Key words: probability, combinatorics, game, GeoGebra, congruence, SET.

1. INTRODUCCION

El SET es un juego de cartas creado en 1974. Este juego de percepcion visual consiste en
formar patrones. Se puede jugar de forma individual o en grupo. El objetivo del juego es
encontrar patrones llamados “sets”, que definiremos més adelante. Mi interés por este juego
proviene de distintos &mbitos: En primer lugar, en mi familia siempre se ha dado una situacion
gue propiciaba el interés por juegos de mesa y de percepcién visual. En segundo lugar, este
juego en especifico es uno muy conocido por aficionados a las matematicas. Digo esto porque
suele ser un juego recurrente en las sesiones de ESTALMAT, un proyecto dedicado a la
deteccién y estimulaciéon del talento matematico. Este hecho ha producido un aumento
significativo en mi interés por las matematicas, y al tener la oportunidad de elegir un tema de
trabajo propio no me lo pensé dos veces.

2. OBJETIVOS

El objetivo de la exploracién sera el de ir trabajando distintas preguntas en cada una de las
distintas variaciones del juego que se explicaran mas tarde para después generalizar nuestra
investigacion. Entre las preguntas a las que iré contestando se encuentran:
e ;Cuantas cartas tiene cada baraja segun las caracteristicas atribuidas?
e ;Cuantos sets posibles hay para cada carta?
e ;Cuantos sets distintos se pueden crear con la baraja?
e (Cual es el minimo nimero de cartas necesarias para que, siempre que se tome esa
cantidad de cartas cualesquiera, haya minimo una manera de que todas se puedan
agrupar en sets sin que sobre ninguna?

Como citar: Castro Conde, B. (2025). Las matematicas escondidas en el juego del SET. Epsilon, 119, 91-
1009.
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e ;Cual es la probabilidad de que, tomando tres cartas cualesquiera de una baraja, estas
formen un set?

e ,Existe solo un set posible para cada carta o pareja de cartas ...?

e Existe una visién geométrica del juego?

¢Como funciona una partida de set?

En el juego convencional los jugadores se colocan alrededor del espacio de juego, a la misma
distancia del centro para mantener una igualdad de condiciones, ya que el juego precisa tocar las
cartas a menudo. En la preparacién, un arbitro o uno de los jugadores colocard las cartas en el
tablero, que es el lugar donde se posicionan las cartas, ya sea en una mesa u otro tipo de
superficie. Se colocan 12 cartas, y cuando uno de los jugadores ve un set en el tablero debe
decir en voz alta la palabra “SET”, para después tocar las tres cartas que lo componen. Si el
resto de jugadores lo consideren valido el set ird al mazo de cartas ganadas del jugador y se
colocaran tres cartas nuevas en el tablero. Si el set no es valido, el jugador debera “pagar” tres
cartas de su mazo y las cartas que habia tocado regresaran a su lugar original. Si no se encuentra
ningln set se colocan otras tres cartas junto con las que queden en la mesa y asi sucesivamente
hasta que haya un maximo de 21 cartas en mesa. El juego termina cuando se acaba la baraja.

Herramientas y programas utilizados
A lo largo de la exploracion se utilizard el programa GeoGebra con el fin de expresar
geomeétrica y espacialmente algunas cuestiones. No se utilizara ningun otro recurso digital.

En el juego original cada una de las cartas se definen por 4 caracteristicas: cantidad, color,
relleno y forma. Cada caracteristica en una carta se presenta de 3 formas posibles distintas:

e Color de la carta: rojo, morado, verde.

e Cantidad de figuras en la carta: 1, 2, 3.

e Forma de las figuras: circulo, rombo, gusano.

e Relleno de las figuras: en blanco, liso, rayado.

Las cartas del Set tienen 4 caracteristicas: color, nimero, forma y tipo de relleno.
En el caso de la Figura 1 son: color (morado), niumero (dos), forma (diremos, abusando del
lenguaje, que es circular) y relleno (en blanco).

Figural
Carta del juego SET.

Es importante aclarar que no existen dos cartas iguales, es decir, cada carta es Unica de
manera que, si nos basamos en el juego original, dos cartas distintas no pueden tener las mismas
cuatro caracteristicas.
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¢Cuando se forma un set?

Un set consiste en un subconjunto de tres cartas en el que las caracteristicas, evaluadas una a
una, son iguales en cada carta o diferentes en todas ellas. Por ejemplo, en la Figura 2 vemos un
posible SET, ya que, en la variable del color, cada una de las cartas es de color rojo; en la
cantidad de nimero, todas cuentan con solo una; y en las otras dos caracteristicas, forma y
relleno, las tres cartas difieren, por lo que se ha formado un SET.

Figura 2
Conjunto de cartas que forman un set.

Un ejemplo de un conjunto que no constituird un set esta en la siguiente imagen, ya que
mientras que comparten la misma forma y distintos nimeros, ya que no cumplen las normas
para las caracteristicas de color o relleno porgue no son o todas iguales o todas diferentes.

Figura 3
Conjunto de cartas gue no forman un set.

3. DESARROLLO DE LA EXPLORACION

Para estudiar las matematicas del juego vamos a plantear una serie de casos hipotéticos en los
que las cartas se crean en funcién de otras caracteristicas. En lugar del juego original, al que se
llegard mas tarde con sus 4 caracteristicas, se partird desde una baraja de cartas con 1, 2 0 3
caracteristicas respectivamente con el fin de observar de manera mas clara la posterior
generalizacion a las preguntas previamente planteadas.

3.1. SET-1

¢Qué esun SET-1?

Llamaremos SET-1 a la baraja hipotética de cartas creada a partir de una sola caracteristica, que
puede tomar un valor entre tres distintas posibilidades. En la Figura 4 se observa una baraja de
SET-1 donde la caracteristica “color” es la unica presente y toma valores verde, rojo o morado.
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Figura 4
Baraja de SET-1 de elaboracion propia.

¢ Cuantas cartas tiene la baraja en funcion de las caracteristicas atribuidas?
Como hay una sola caracteristica, entonces deducimos que las cartas no se pueden repetir en
una baraja y como hay tres colores habra tres cartas.

¢ Cuantos sets posibles hay para cada carta?
De forma obvia cada carta puede formar parte de un Unico set.

¢ Cuantos sets distintos se pueden crear con la baraja?
Se puede crear un s6lo set, el que cuenta con las tres cartas de la baraja.

¢ Cual es el minimo ndmero de cartas [...] agrupar en sets sin que sobre ninguna?
En este caso, el minimo numero de cartas es de tres, la baraja al completo, ya que con menos
cartas no se puede formar set alguno.

¢Cudl es la probabilidad de que, tomando tres cartas cualesquiera de una baraja, estas
formen un set?

Aunque se pueda usar la formula de casos favorables / casos posibles, en este caso es trivial, hay
un 100% de probabilidad, es decir, es el suceso seguro.

¢ Existe sélo un set posible para cada carta o pareja de cartas?
Si, en este caso para cada carta y pareja de cartas coincide la respuesta, ya que solamente hay
uno posible.

Vision geométrica del juego:
La vision geométrica que podemos encontrar para esta baraja es una expresion de las cartas y
sets en una dimension (porque tiene una caracteristica). Esta dimension es una recta, y
analiticamente realizaremos una funcién dandole un valor a cada carta para poder graficar el
juego.

e Denotaremos al color rojo con un 0

e Denotaremos al color verde con un 1

e Denotaremos al color morado con un 2

Asi, podemos expresar cada carta como un punto en una linea: los puntos seran C (0), C (1)
y C (2). Si existe una linea que une a tres cartas se forma un set. En este caso la linea o set se ha
expresado en amarillo en la imagen.
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Figura 5
Recta del juego SET-1 de elaboracidon propia en GeoGebra.
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. ' ¥ ¥ ¥ .' T T T ¥ .—I_

Para comprobar analiticamente que existe un set se pueden tratar mddulos y congruencias,
aungue en esta baraja no se hara por trivialidad.

3.2.SET-2

¢Qué es un SET-2?

Definimos SET-2 como el conjunto de cartas creadas a partir de las variaciones de dos
caracteristicas, que pueden tomar entre 3 distintas posibilidades cada una. Como podemos ver
en la siguiente imagen, se toman como variables el color, que puede ser rojo, verde o morado; y
el relleno, que puede adquirir un valor en blanco, rayado o liso. Se mantienen la forma y el
namero de las figuras (1 cuadrado).

Figura 6
Baraja del SET-2 de elaboracidn propia.

¢ Cuéntas cartas tiene la baraja en funcion de las caracteristicas atribuidas?
Como ahora existen dos caracteristicas, las cartas no se pueden repetir en una baraja y cada
carta toma 3 posibles valores, mediante combinatoria se puede calcular que hay

3 (colores) - 3 (formas) = 9 cartas en la baraja

Puede ser interesante verlo con un diagrama de arbol, como muestra la Figura 7. En el
diagrama de &rbol se observa de manera clara que cada carta puede tomar un valor en la
caracteristica “color” entre rojo, verde o morado. Una vez tomado este valor, cada carta se ha
subdividido en tres categorias para la caracteristica “relleno”: en blanco, rayada o lisa, pero
manteniendo el color previamente adquirido. De esta forma se llega también a que en la baraja
del SET-2 debe haber nueve cartas.
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Figura7
Diagrama de arbol de las cartas del SET-2.

EN
BLANCO

¢ Cuantos sets posibles hay para cada carta?
Cada carta podra formar parte de 4 posibles sets. Se toma una carta para su estudio, en este caso
tomaremos el cuadrado relleno rojo. Expresemos entonces los 4 sets que existen.

Figura 8
Baraja del SET-2 con todos los sets posibles para una carta.

Los sets que se muestra en la Figura 8, estan sefialados en naranja, azul, verde y morado.
Ninguna carta se encuentra en dos sets distintos, ya que cuando se parte del cuadrado lleno rojo
y se elige otra carta (el cuadrado en blanco verde, por ejemplo), la tercera queda determinada,
porque las caracteristicas “color” y “relleno” son diferentes, con lo que la tercera serd morada
de relleno rayada.

¢ Cuantos sets distintos se pueden crear con la baraja?

Si cada set tiene 3 cartas, mediante combinaciones y permutaciones se obtiene que para la
primera carta hay 9 posibilidades, para la segunda hay 8 y la tercera queda determinada. Hay
que tener en cuenta que el orden no importa y que estamos contando cada set 6 veces, por lo que
habré un total de:

2-8 = 12 sets distintos posibles.
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¢ Cual es el minimo ndmero de cartas [...] agrupar en sets sin que sobre ninguna?

Para gue no sobre ninguna el nimero de cartas debe ser multiplo de 3, ya que un set se forma
con tres cartas, por lo que cualquier otra sobraria. Como las cartas son aleatorias, la Unica
manera de controlar que se puedan hacer sets es coger la baraja al completo (las nueve cartas).
En esta baraja, una posible distribucion seria la siguiente:

Figura 9
Posible distribucion de cartas en funcién de sets.

¢ Cual es la probabilidad de tomar tres cartas cualesquiera de una baraja y que formen un
set?

En este caso la probabilidad de que tomando tres cartas cualesquiera se forme un set, sera 1/7,
ya que las dos primeras cartas son aleatorias e indiferentes, pero para la tercera carta solamente
hay una posible para que se cumpla la condicion de formacion de un set entre los 7 restantes (no
contaremos a las dos ya escogidas). Siguiendo la expresion de casos favorables entre los
posibles, la probabilidad sera de 1/7 o un porcentaje del 14,285714%.

¢Existe sélo un set posible para cada carta o pareja de cartas?

La diferencia entre el nimero de sets posibles para cartas o pareja de cartas aumenta, ya que
cada pareja de cartas solamente creard un set, mientras que por la pregunta anterior se sabe que
hay 4 sets posibles para cada carta.

Vision geométrica del juego:
En este caso, la visiobn geométrica del juego y de los sets cambian, ya que existen dos
caracteristicas (color y relleno), con lo que al realizar el cambio para graficar las cartas cada
variable tomara valores entre 0, 1 y 2, transformando el juego a dos dimensiones. Asignamos un
valor a cada caracteristica no mencionada antes.

e Elrelleno en blanco sera 0,

e Elrelleno rayado serd 1,

e Elrelleno liso sera 2.

Asi, podemos expresar cada carta como un punto en un plano en GeoGebra como muestra la
Figura 10.
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Figura 10
Gréfico del SET-2 en GeoGebra con los sets de la carta G. (Elaboracion propia)
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En la Figura 10 también se observan todos los sets de la carta G (roja y rellena) al igual que
en la Figura 8. Analiticamente, un set se producira si y sélo si el conjunto de tres puntos que se
toma produce como resultado de su suma una congruencia con 0 en Z; para cada variable.
Habria que sumar las componentes de los puntos individualmente. Tomemos como ejemplo los
puntos G (0,2), B (1,0) y F (2,1). La suma por componentes sera:

0,para Z;
0,para Z,

Por esto, tanto analiticamente como geométricamente, se cumple que para estas tres cartas
existe un set. Sin embargo, si se toman las cartas G (0,2), H (1,2) y F (2,1), que se sabe que no
forman un set, ya que:

0,para Z;
2,para Z;

e
|
Ul

En este caso, no se obtiene 0 en la suma de cada componente, y queda probado que no
ocurre un set.

3.3.SET-3

¢Qué es un SET-3?

Se define el SET-3 como la baraja de cartas creada a partir de tres variables distintas. Ademas
del color y el relleno, esta nueva baraja contara con la caracteristica “nimero”, que puede cobrar
un valor entre 1, 2 o 3 figuras. Para un SET-3 se mantendra la caracteristica “forma” asumiendo
una forma circular para todas las cartas, como se muestra en la Figura 11.
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Figura 11
Baraja de cartas de SET-3.

Se puede ver que, al igual que el SET-2 se podia formar con tres SET-1 distintos expresados
en dos dimensiones, un SET-3 se formara a partir de la unién de tres SET-2 diferentes en su
namero de figuras que se expresan en otra dimension. Estos SET-2 podrian ser los siguientes:

Figuras 12, 13y 14
Distintos SET-2 en la baraja de SET-3.

¢ Cuantas cartas tiene la baraja en funcion de las caracteristicas atribuidas?
Como ahora existen tres caracteristicas, las cartas no se pueden repetir en una baraja y cada
carta toma tres posibles valores, mediante combinatoria se puede calcular que hay:

3 (colores) - 3 (formas) - 3 (nimero de figuras) = 27 cartas en la baraja

¢ Cuantos sets posibles hay para cada carta?
Cada carta puede intervenir en 13 sets posibles. Tomamos una carta para estudiarla, con lo que
existe un total de 26 cartas restantes en la baraja. Una vez se elige una segunda carta para
realizar un set, por las caracteristicas del juego la tercera queda determinada, y cémo seria
indiferente tomar esta tercera carta como la segunda, ya que cada pareja de cartas solo admite
otra para formar set, existe entonces una cierta correspondencia en el juego.

Pongamos como ejemplo la carta de un circulo verde rayado. Si se elige una segunda carta
(tres circulos rojos rellenos), la tercera queda determinada (dos circulos morados en blanco):

Figura 15
Grupo de 2 cartas que determinan una tercera.
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Sin embargo, cuando se elige esta tercera como segunda (dos circulos morados en blanco),
la tercera queda determinada de la misma manera que en la situacion anterior (tres circulos rojos
rellenos), con lo que existe una posible conmutacion de las cartas. Ademas, tres cartas daran un
set especifico si y sélo si esas cartas son las mismas (es decir, dara igual el orden de estas, pero
no habré otras tres con las que se obtenga el mismo set).

Figura 16
Grupo de 2 cartas gque determinan una tercera.

Entonces, para las 26 cartas restantes se obtendra que existe un set por cada dos cartas de
manera Unica. Por ello existiran

—272_1 = 13 sets distintos posibles para cada carta.

¢ Cuantos sets distintos se pueden crear con la baraja?
Cada set tiene tres cartas, con lo que se utilizara la formula combinatoria para el caso en el que
no importa el orden y las cartas no se repiten. Para contar todos los casos entonces tenemos que

m!
(m—-—n)! - n!

donde m es el nimero de cartas en la baraja y n es el nimero de “huecos” a rellenar, que para
todas las barajas sera de dos porque un set se forma con tres cartas y la tercera siempre queda
determinada por las 2 anteriores, con lo que existiran:

27! 27-26-25! _ 2726

= = = 27 -13 = 351 sets distintos
(27-2)!- 2! 25!-2-1 2

En este nimero hemos contado tres veces cada set, ya que para la férmula no se han tenido
en cuenta las permutaciones que pueden existir con las tres cartas, sélo con dos de ellas, por lo
que el resultado final de los sets distintos creados con esta baraja sera de:

:ﬂ = 117 sets distintos para esta baraja.

¢ Cudl es el minimo ndmero de cartas no nulo [...] en sets sin que sobre ninguna?

Siguiendo el razonamiento expresado en el SET anterior, y sabiendo que este nimero debera ser
multiplo de 3, debido a que las cartas son aleatorias y se debe cumplir siempre, sdlo existira un
caso en el que estas condiciones se den: con las 27 cartas. En esta baraja, una posible
distribucion seria la siguiente:
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Figura 17
Posible distribucion de las cartas del SET-3 en funcion de los sets.
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En este posible caso la distribucion se ha realizado sisteméaticamente manteniendo en todos
los sets el relleno y el nimero de figuras, pero variando el color en ellos.

¢Cual es la probabilidad de que, tomando tres cartas cualesquiera de una baraja, estas
formen un set?

CASOS FAVORABLES 1 1 _ 2
CASOS POSIBLES _ 27—2 25 0

Al igual que en la baraja anterior, se sabe que las dos primeras cartas que se escojan son
irrelevantes al set, pero la tercera queda determinada por ambas cartas. Con el ejemplo de la
Figura 15 se observa de manera sencilla. Las dos primeras cartas son irrelevantes por si solas, y
es la tercera la que crea el set, por lo que la probabilidad serd de una carta (2 circulos morados
en blanco) entre las 25 cartas restantes que quedan en la baraja (las dos que ya se han elegido no
se encuentran dentro de la baraja porque en un set no hay repeticion posible). Se puede observar
un patrén en la probabilidad de que estas tres cartas formen un set, ya que se aprecia una
disminucién considerable respecto a las otras barajas, y parece que la probabilidad conforme se
toma un nimero mayor de caracteristicas tiende a 0 en el infinito.

¢ Existe sélo un set posible para cada carta o pareja de cartas?

Esta pregunta no sera contestada de nuevo de ahora en adelante porque como ya se ha
demostrado, para cada pareja de cartas solamente existird un set posible siempre, mientras que
en funcidn de la baraja hipotética que se coja (SET-1, SET-2, SET-3, ...), una Unica carta tendra
muchos més sets posibles. Es importante incidir en el hecho en este caso son 13, y si bien en la
probabilidad de que al tomar tres cartas cualesquiera se da un patron de disminucion al
aumentar las cartas de la baraja, en el nimero de sets que puede crear una carta se observa un
cierto aumento progresivo respecto a las otras barajas.

Vision geométrica del juego:
En este caso, la visién geométrica del juego y de los sets vuelven a cambiar, ya que existen otra
caracteristica ademas del color y relleno, el nimero de figuras. Al realizar el cambio para
graficar las cartas se transformara el juego a 3 dimensiones. Asignando un valor a cada
caracteristica no mencionada antes obtenemos que:

e Para un nimero de figuras 1 el eje z mostrard un punto en z=0
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e Para un numero de figuras 2 el eje z mostrara un punto en z=1
e Para un numero de figuras 3 el eje z mostrara un punto en z=2

Asi, podemos expresar cada carta como un punto en un espacio tridimensional de
elaboracién propia en GeoGebra, donde vemos una especie de cubo:

Figura 18
Espacio tridimensional del SET-3 de elaboracién propia en GeoGebra.
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En este espacio se han expresado todas las cartas en funcién de sus correspondientes
coordenadas asignadas

Figuras 19, 20y 21
Distintas vistas del espacio tridimensional del SET-3.
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Las figuras muestran tres posibles vistas del cubo para comprender mejor la vision
geométrica de SET-3. Ademas de los puntos también se expresan como planos (en Z_3) los que
limitan con dos caracteristicas a los puntos. Los planos de las Figuras 19, 20 y 21 coloreados en
amarillo, rosa y gris tienen por ecuacion z=0, 1 6 2 y muestran un SET-2 en el que s6lo varia el
color o el relleno. Los planos verticales verde, azul y naranja, (mantienen la coordenada del eje
y constante), muestran un SET-2 en el que varia el color y el nimero de figuras. Faltan 3 planos
que no se han graficado para comprender la naturaleza de la geometria con mayor facilidad,
pero si se toman todos los puntos rojos, verdes o morados, se obtendrian 3 planos que
mantienen la coordenada del eje x constante y varian el relleno y el nimero de figuras.

Resumiendo, un set se producira si y sélo si el conjunto de tres puntos que se toma produce
como resultado de su suma una congruencia con 0 en Z_3 para cada variable. Habria que sumar
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las componentes de los puntos individualmente para evaluarlo. Tomemos como ejemplo los
puntos de la Figura 15: Eo(1,1,0), G2(0,2,2) y C1(2,0,1). La suma por componentes sera:

x > [1 4+ 0+ 2] =3 = 0,paraZ;
2y > [1+ 2+ 0] =3 = 0,paraZ;
2z > [0+ 2+ 1] = 3 = 0,para Z;

Por esto, para estas tres cartas se cumple que existe un set. Para ayudar de manera visual a
ver un set en el espacio tomaremos las cartas Ao(0,0,0), E1(1,1,1) e 12(2,2,2). En la realidad estas
cartas son las siguientes:

Figura 22

x - [0+ 1+ 2] =3 = 0,para Z;
Jy - [0+ 1+ 2] =3 = 0,paraZ;
2z > [0+ 1+ 2] =3 = 0,paraZ;

Por lo que se cumple que existe un set. Por Gltimo, geométricamente también existe una
linea recta que une a los tres puntos. Esta linea recta es infinita en Z_3, lo que a su vez confirma
que para cada dos cartas existird una sola tercera que complete el set.

Figura 23
Espacio tridimensional del SET-3 con el set formado por las cartas Ao, Ez € I2.
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3.4. SET-4/ El juego original

¢Qué es un SET-4?

El juego original consta de cartas creadas a partir de variaciones en sus cuatro caracteristicas:
color, relleno, nimero de figuras y forma. No hay ninguna caracteristica que se mantenga para
el juego original (como en el SET-1, SET-2 0 SET-3), sino que las 4 son variables.

Figura 24
Baraja del juego original/SET-4.

El SET-2 se puede formar con tres SET-1 distintos expresados en otra dimensién, el SET-3
se forma a partir de la union de tres SET-2 diferentes en su nimero de figuras que se expresan
en otra dimension. El juego original entonces seran tres SET-3 que varien la forma.

Figura 25
Baraja del SET-4 dividida en 3 sub-SET-3.
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Ademas, como estos SET-3 pueden subdividirse en SET-2 de distintas maneras, el juego se
puede reducir. Esta reduccién es la que se ha tomado en consideracién para trabajar las distintas
matematicas del juego desde la base mas fundamental para después lograr comprender el juego
al completo.

Figura 26
Subdivisiones de la baraja original en posibles SET- 2
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En la imagen se pueden observar las tres barajas de SET-3 separadas por lineas azules, en
las que las lineas naranjas crean otras subdivisiones para conformar posibles SET-2. Sin
embargo, a pesar de que puedan parecer los Unicos SET-2 por el procedimiento que se ha
seguido, en verde se han rodeado cada una de las cartas que existen dos figuras verdes, y como
hay dos caracteristicas que varian (el relleno y la forma), se trata de un SET-2.

¢ Cuantas cartas tiene la baraja en funcién de las caracteristicas atribuidas?
Se puede ver en la imagen, existen 4 caracteristicas que toman 3 posibles valores asi que
existen:

3-3-3-3=3%=81cartas en la baraja.

¢ Cuantos sets posibles hay para cada carta?
Cada carta podra realizar 40 sets posibles. Como ya hemos explicado anteriormente en el SET-
3, si se toma una carta de la baraja quedan 80 restantes, por las propiedades del juego ya
mencionadas (la tercera carta siempre estd determinada por una pareja, un set siempre es el
mismo sin importar el orden, ...), esta carta elegida podra formar un set con cada una de las
restantes, sets que se han contado dos veces.

Por ello, para cada una de las cartas de una baraja del juego original existiran

% = 40 sets posibles para cada carta.
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¢ Cuantos sets distintos se pueden crear con la baraja?

Utilizando de nuevo la formula utilizada en el SET-3 pero tomando como consideracion las
repeticiones que se dan al contar todos los sets, el resultado final de los sets distintos que existan
en la baraja original seré:

m! 81! 81 - 80

= = 1080
3. (m—n)l -nl 3792l 6

Existiran 1080 sets distintos en la baraja del juego original.

¢ Cual es el minimo ndmero de cartas no nulo [...] en sets sin que sobre ninguna?
Siguiendo el razonamiento expresado en los apartados anteriores, la Unica posibilidad de que
esta condicion se cumpla siempre serd al tomar la baraja al completo.

¢ Cudl es la probabilidad de que, tomando tres cartas cualesquiera de una baraja, estas
formen un set?
CASOS FAVORABLES 1 1
= — =0.0126582...~ 1,26%

CASOS POSIBLES _81—2 79

Vision geométrica del juego:

La vision geométrica para el juego original limita al observador a la hora de expresarla, ya que
vivimos en un mundo de tres dimensiones (4 si se cuenta el tiempo), por lo que es dificil de
explicar. En el SET-4 se sigue el mismo procedimiento que antes, y en un nuevo eje a 90 grados
de distancia de los ejes X, y, z se mostrard la variable “forma”. Se asigna un valor a cada
caracteristica de forma, con lo que:

e Designaremos con un 0 a la forma circular.

e Designaremos con un 1 a la forma de gusano.

e Designaremos con un 2 a la forma de rombo.

No se expresarad entonces de manera grafica el SET-4 por las limitaciones ya comentadas
con anterioridad. Se puede entender como 3 cubos que varian en el tiempo. Si se observa la
Figura 18, en la que la forma circulo es constante, para un instante de tiempo especifico todos
los puntos seran circulos (cuando t = 0, por ejemplo). Si se espera, todos los puntos tendran
forma de gusano para t =1 (no son instantes de tiempo reales, pero puede ayudar a visualizar la
geometria del juego). Sin embargo, cuando t sea igual a 2, los puntos seran todos cartas con la
caracteristica forma en la variacion rombo. Como todos los ejes estan en Zs, el eje del tiempo
también lo estara, y como si fuera un ciclo o bucle después de t = 2 todas las cartas habran
adquirido la forma circular para empezar en t = 0 de nuevo.

Resumiendo, si que se cumplira que un set se produce si y sélo si la suma de los 3 puntos
del conjunto resulta en una congruencia con 0 en Zz para cada variable. Se siguen sumando las
componentes de los puntos individualmente. Tomaremos los puntos P1(2,0,2,0), P»(1,1,1,1) y
P3(0,2,0,2). Este ejemplo tiene las siguientes cartas:
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Figura 27
Cartas fisicas de los puntos elegidos.
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Analiticamente realizamos el estudio y obtenemos que:

x > [2+ 1+ 0] =3 = 0,paraZ;
Jy - [0+ 1+ 2] =3 = 0,para Z;
Xz - [2+1+0] =3 = 0,paraZ;
2t > [0+1+ 2] =3 = 0,paraZ;

Por lo tanto, para estas tres cartas se cumple que existe un set.

3.5. SET-N

¢Qué es un SET-N?

Una vez descritos todos los tipos de baraja hasta llegar a la baraja original se generaliza y se
contestaran a las preguntas que han guiado la exploracion para el SET-N. Este SET-N es la
baraja que se crea para N caracteristicas o dimensiones en cada una de las cartas. No entraremos
a hablar en profundidad de las posibles barajas y sus implicaciones, sino que como curiosidad se
tratard este tema contestando a las cuestiones base de la exploracion. No obstante, es un campo
sobre el que se invita a cualquier persona interesada a seguir indagando.

¢ Cuantas cartas tiene la baraja en funcién de las caracteristicas atribuidas?
Para N caracteristicas, con la formula combinatoria correspondiente se obtiene que existen 3V
distintas cartas en la nueva baraja.

¢ Cuantos sets posibles hay para cada carta?
. . 3N—1 . .. .
Cada carta podra realizar — posibles sets, donde las explicaciones pertinentes quedan en los

apartados anteriores.

¢ Cuéntos sets distintos se pueden crear con la baraja?
Utilizando la férmula que se ha desarrollado a lo largo de la investigacion se obtiene que:

mi V.3V —1)@EY —2)! 3V.3Y - 1)
3. (m—n) -nl  3-@V-2)-20 _ 6

.o, 3N (3N _ . -
Existiran e sets distintos en una baraja de N caracteristicas.

¢,Cual es el minimo namero de cartas no nulo [...] en sets sin que sobre ninguna?

Como hemos razonado anteriormente, la respuesta no varia por mucho que se aumente
indefinidamente el nimero de caracteristicas, ya que siempre serd necesario tomar la baraja al
completo, por lo que el nimero minimo de cartas es 3".
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¢Cual es la probabilidad de que, tomando tres cartas cualesquiera de una baraja, estas
formen un set?

CASOS FAVORABLES 1
CASOS POSIBLES 3N -2

La probabilidad tiende a 0 conforme N tiende a infinito, mientras que cuando N tiende a O,
la probabilidad es negativa, -1, lo que se presta a interpretaciones, pero en la practica es una
situacion imposible, ya que una baraja debe tener al menos una caracteristica para existir.

Vision geométrica del juego:

La vision geométrica para la baraja de N caracteristicas es muy dificil de imaginar. Las
nociones generales son que cada nueva caracteristica toma tres valores diferentes en un nuevo
eje que debe encontrarse a 90° de todos los demas ejes. El “espacio” a imaginar se encuentra
relativamente confinado porque se encuentra en Zs, asi que cada nueva caracteristica que se
afiada hasta llegar a N debera relacionar cada variacion con un nimero del 0 al 2.

De manera analitica no cambia el funcionamiento, sino que se pueden sumar las
componentes de 3 puntos de manera individual. Si es congruente con 1 6 2 en Z3 no existira set,
mientras que si el sumatorio de todas las coordenadas es congruente con 0, si que se producira
un set.

4. CONCLUSIONES Y REFLEXION FINAL

En el desarrollo de esta exploracion se han llevado a cabo los objetivos planteados al inicio, ya
que se ha analizado el trasfondo matematico del juego “set” a partir de las preguntas planteadas.
Este método ha sido eficaz, ya que ha permitido conocer aspectos ocultos de las matematicas en
las que se sustenta dicho juego. Investigando los distintos casos hipotéticos y variaciones del
nimero de caracteristicas de las cartas se ha logrado conseguir una comprension suficiente
como para después lograr generalizar para un nimero indeterminado de caracteristicas. Como se
sospechaba, el juego posee una amplia base matemética que se ha tratado de poner en
manifiesto en esta investigacion.

Personalmente, no esperaba encontrar tantas matematicas ocultas en el juego, y me han ido
surgiendo preguntas al profundizar cada vez mas sobre el “set”. Por otra parte, el hecho aplicar
conceptos y férmulas matematicas a un juego con el que he crecido me parece fascinante,
porque verdaderamente me ha hecho darme cuenta de que las matematicas estdn mucho més
presentes en la sociedad y en la actualidad de lo que pensamos, no sélo en informatica y teoria
abstracta, sino también en este ‘sencillo’ juego de cartas. La teoria de juegos es una rama de las
matematicas muy atractiva precisamente por esta razén. Animo a cualquier lector a que trate de
saciar su curiosidad y a que siga investigando, porque la curiosidad mueve el mundo y en la
investigacion se encuentra la base de nuestro conocimiento.

A lo largo de esta exploracion se ha dejado alguna cuestion sin responder y sobre las que
merece la pena indagar. Por ejemplo:

e (En qué medida se pueden comparar los SET-2 dentro de un SET-3 con los SET-1

dentro de un SET-2? ¢Es esta comparacion valida para todas sus formas y SETS?

e ;Cual es el numero maximo de cartas que pueden existir en una baraja para las que no

pueda existir ningln set?
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e Si las barajas admitieran repeticiones de las cartas, ;coOmo cambiarian las respuestas a
las preguntas, asi como el juego?
Se dan estas preguntas como una especie de guia, pero existen otras muchas esperando a ser
contestadas.
En conclusion, los resultados de esta exploracion matematica han sido claramente
satisfactorios y han cumplido en gran medida con los objetivos que se buscaban alcanzar.
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