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Persistencia del razonamiento equivoco en algebra.
Una interpretacion de su génesis escolar

Eddie Aparicio, Martha Jarero, Landy Sosa e Isabel Tuyub
Facultad de Matematicas de la Universidad Autonoma de Yucatan

Resumen: Se analiza la persistencia de raciocinios equivocos vinculados a dificultades
y errores algebraicos correlacionados con logicas procedimentales relativas a la linea-
lidad, extrapolacion de propiedades, generalizacion, entre otros, que deviene de causas
asociadas al discurso matematico escolar, procesos cognoscitivos y la naturaleza de sa-
beres algebraicos. Para el andlisis se recabaron datos mediante un cuestionario apli-
cado a ingresantes a estudios superiores en las dreas de ingenierias y ciencias exactas
en un periodo de siete aiios consecutivos. Se infiere que la presencia de raciocinios al-
gebraicos equivocos entre los jovenes da cuenta de un fenomeno diddctico de persisten-
cia, cuyo origen puede deberse al discurso matematico escolar.

Palabras clave: Persistencia, razonamiento algebraico, fenomeno diddactico, didactica
de las matematicas.

Persistence of equivocal reasoning in algebra.
An interpretation of its genesis scholar

Abstract: The persistence of equivocal algebraic reasoning linked to such difficulties
and errors is analyzed as a didactic phenomenon that comes from causes associated with
scholar mathematical discourse, as well as from the cognitive processes and the nature
of algebraic knowledge. For analysis data were collected algebra content applied, over
a period of seven consecutive years, to higher education in the areas of engineering and
exact sciences. It was possible to infer that the presence of equivocal algebraic reason-
ing among youth realizes a didactic persistence phenomenon, whose origin may be due
to mathematical discourse school still in force nowadays.

Keywords: Persistence, algebraic reasoning, didactic phenomenon, mathematics
education.



Persistencia del razonamiento equivoco en dlgebra. Una interpretacion de su génesis escolar
Eddie Aparicio, Martha Jarero, Landy Sosa e Isabel Tuyub

PRESENTACION

En Algebra como en cualquier otra 4rea del conocimiento matematico se reconocen
dos modos de pensamiento asociados, el pensamiento procedimental y el estructural.
Y aunque en algunos trabajos conste la sugerencia de iniciar la ensefianza del Algebra
con un sentido procedimental para transitar hacia uno estructural (Sfard, 1991; Kieran,
1992), cierto es que en la practica educativa actual todavia es posible identificar una in-
clinacion hacia lo estructural o semiestructural. Ello no debiera extrafiar si se comparte
el hecho de que para las comunidades académicas y cientificas, lo axiomatico estructural
es inherente a la matematica y por ende, no solo comunicada y practicada en la escuela,
sino adoptada por la sociedad en general.

Diversas investigaciones y experiencias didacticas han dado cuenta de lo poco fun-
cional que resulta para los ambitos escolares, materializar précticas educativas bajo la
logica anterior (Aparicio y Cantoral, 2014; Carpenter, Franke y Levi, 2003; Kilpatrick,
Swafford y Findell, 2001), pues se conduce a discursos escolares centrados en objetos
por sobre practicas de aprendizaje (Aparicio, 2012).

Ya en su momento Kieran y Filloy (1989), habrian indicado que el Algebra no es una
simple generalizacion de la Aritmética, requiere de un cambio de pensamiento, de tran-
sitar de modos “informales” de representacion y resolucion de problemas, a uno for-
mal. Lo anterior plantea no solo pensar en epistemologias escolares alternativas donde
lo aritmético antecede a lo algebraico solo en términos organizacionales, sino en el plan-
teamiento de estudios que den cuenta de nuevas formas de interpretar y explicar los pro-
blemas de aprendizaje en Algebra (Aparicio, 2012).

Christou y Vosniadou (2012) dejan ver como en el transito de un sistema aritmético
escolarmente tratado de manera procedimental y concreta (con transformaciones que
resultan en respuestas numéricas) a un sistema algebraico mas estructural y abstracto
donde las transformaciones corresponden a expresiones algebraicas y no a numeros es-
pecificos, se produce una “ruptura cognitiva” y un “corte didactico” que da cuenta de una
serie de dificultades y errores en el aprendizaje algebraico de los estudiantes.

De igual manera, en Kieran (1992), se comentaba que la serie de libros publicada en
Inglaterra (NMP, 1987), ofrecia una propuesta de reorganizacion del contenido en los
textos de Algebra sobre la idea de desarrollos sucesivos de las nociones de letras como
incognitas especificas y luego como cantidades dadas en una sucesion que evoluciona
gradualmente del proceso al objeto. En su opinion, ese tipo de propuestas indicaban for-
mas en que el contenido algebraico podria ser presentado en las aulas con el fin de evitar
diversas fallas al momento de su ensefianza, especificamente, cuando se emplean defini-
ciones formales y estructurales. Algunas de esas fallas han sido ampliamente reportadas
en la literatura especializada, aqui solo se referiran las asociadas al tipo de dificultades
presentes en su aprendizaje y que tienen relacion con el presente trabajo, por ejemplo,
investigaciones en las que se aborda la tipificacion de errores algebraicos; usos y signi-
ficaciones asociadas a los simbolos y literales; tipos de obstaculos; el papel de las repre-
sentaciones semidticas en el aprendizaje; formas de favorecer el transito de lo aritmético
a lo algebraico; la dualidad de los objetos matematicos y, procesos de desarrollo del pen-
samiento algebraico.

8 Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 7-18, ISSN: 2340-714X
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Un estudio relativo a la tipificacion del error algebraico fue realizado por Matz (1982),
en €l se describe como las técnicas de generalizacion y extrapolacion aprendidas en la
Aritmética y llevadas al Algebra, conducen a errores de conceptualizacién y operativi-
dad de lo variable, e incluso, a una inadecuada interpretacion del signo igual, entre otros.
La autora sefiala que la descomposicion lineal o la linealidad, es la técnica mas usada de
forma erronea y los ejemplos de errores mas comunes son de distribucion generalizada:
VA + B — N4 +\B; (4 + B = A2+ B% A(BC) — AB % AC; 200 — 2a+ 2b; 2ab — Da2b,

En la misma linea del error algebraico, Socas (2007) refiere que el error y el obsta-
culo estan relacionados toda vez que a un obstaculo se le puede considerar como el ori-
gen de un error, en consecuencia, el obstaculo posibilitaria hacer un analisis mas fino del
error, pues como es sabido, los obstaculos en la ensenanza aprendizaje de las matemati-
cas se clasifican segun su naturaleza: en epistemoldgicos, cognitivos y didacticos, e in-
cluso, en ontologicos. Dicho asi, el analisis del error posibilita pensar en un entramado
inconsciente o en una condicidén implicita subyacente en los razonamientos y procedi-
mientos de los estudiantes ante determinadas situaciones algebraicas.

Los estudios respecto a los usos y significados de las letras en el contexto algebraico
se han elaborado considerando la nocién de nimero y sus operaciones, la representacion
de la realidad y todo un sistema formal de representacion simbolico (Palarea y Socas,
2000). Se ha documentado que aun cuando los estudiantes logran manipular las letras en
sus distintos significados, pocos son los que llegan a reconocerlas como variables (Kii-
cheman, 1981, citado en Kieran, 1992; Asquith, Stephens, Knuth y Alibali, 2007). Las
dificultades en el entendimiento del concepto de variable real en Algebra han sido referi-
das a partir del uso e interpretacion de simbolos literales (como abreviaturas de nombres,
como valores desconocidos tinicos, en oposicién a nimeros generales o que admiten solo
nimeros naturales,...); e inducidas por el concepto inicial de nimero (natural) en los es-
tudiantes, entre otros factores (Christou y Vosniadou, 2012).

Como es sabido, una peculiaridad en Algebra es tratar con todo un sistema matema-
tico de simbolos y signos interconectados en razén de las operaciones definidas en la
Aritmética, empero, no necesariamente con la misma ldgica operacional y conceptual.
En ese sentido, diversas investigaciones han realizado un analisis sobre el papel de las
representaciones simboélicas o0 mas ampliamente, de las representaciones semioticas en
el aprendizaje algebraico. Algunos trabajos pioneros en esta direccion son los de Janvier
(1987), Duval (1988) y Kaput (1989), en ellos se refiere que la articulacion y el transito
entre multiples representaciones en Algebra o en cualquier dominio de las matematicas,
favorece el entendimiento de ideas complejas por parte de los estudiantes. Mas recien-
temente se situan los trabajos de Kilpatrick, Swafford y Findell (2001), Carpenter, et al
(2003) y Radford (2010), en éste ultimo se discute una tipificacion y generalidad del pen-
samiento algebraico a partir de dos aspectos centrales, la naturaleza del problema ma-
tematico a resolver y los recursos semidticos a movilizar en dicho problema, esto desde
una perspectiva semiotica cultural del pensamiento matematico.

La dualidad de los objetos matematicos también ha sido tema de analisis en diver-
sas investigaciones para explicar dificultades de entendimiento con literales y conceptos
algebraicos, por ejemplo, dificultad para interpretar a las literales como numero gene-
ralizado, diferenciando el cardcter procedimental y el estructural (conceptual) como en-
tidad algebraica en si misma. Desde este enfoque se dice que los estudiantes tienden
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inicialmente a entender las ideas matematicas procesalmente, empero, segun Sfard
(1991); Stard y Linchevski (1994) ha de desarrollarse una comprension mas profunda de
los conceptos algebraicos en la medida que los estudiantes accedan de forma flexible al
cardcter estructural de estos. Visto asi, tal dialéctica entre lo procedimental y estructural
concierne a un fenomeno complejo que produce cambios ontoldgicos cualitativos res-
pecto a las significaciones y aplicaciones de los conceptos escolarmente, tanto como en
las perspectivas investigativas en el campo.

Sin duda alguna, los hallazgos en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
particularmente en Algebra, han posibilitado cambios favorables en la concepcion del
curriculo escolar algebraico y su contenido. Un indicativo de ello son los trabajos de Car-
penter et al (2003), Cedillo y Kieran (2003), Kieran (2006) y Dougherthy (2008), de ma-
nera que en la literatura actual se coincide en reconocer que la ensefianza del Algebra
debe ir mas alla de la comunicacion y manipulacion formal de las representaciones sim-
bolicas estructurales, para entendérseles como una forma de pensar y conceptualizar lo
variable (Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros, 2005) expresar la generalidad y la abs-
traccion (Kilpatrick et al, 2001; Carpenter y Levi, 2000; Radford, 2006), asi como el re-
presentar relaciones entre lo concreto y lo abstracto (Carpenter et al, 2003), dicho en
otras palabras, lo estructural ha de ser inseparable de lo procedimental.

PROBLEMA DE ESTUDIO

Como se ha venido expresando, los esfuerzos por entender, explicar y contribuir a
una disminucion de la problematica existente en la ensefianza aprendizaje del Algebra
son considerables y diversos. Los avances en la investigacion de las ultimas tres déca-
das, de poco en poco han ido favoreciendo un cambio en la concepcion curricular del Al-
gebra y planteando diversas propuestas para su reorganizacion, sin embargo, el tipo de
dificultades y errores algebraicos reportados en el pasado, atin mantienen vigencia entre
los escolares contemporaneos, de ahi que en el presente trabajo se tomara como objeto
de analisis el caracter persistente de raciocinios algebraicos equivocos, pues se piensa
que los errores y razonamientos algebraicos equivocos cometidos por los estudiantes en
antafio y en la actualidad, no son impredecibles y arbitrarios, por el contrario, mantienen
una légica interna que los hace persistentes, lo que plantea la posibilidad de caracterizar
dicha persistencia como un fenémeno didactico asociado al discurso matematico escolar
mas que a dificultades o errores algebraicos que pudieran devenir de generalizaciones o
intuiciones incorrectamente elaboradas o aplicadas por los estudiantes.

En Chevallard, Bosch y Gascon (1997) se menciona que un fenémeno didactico en
matematicas tiene lugar en cualquier proceso de estudio de esta ciencia, por lo que bien
podria ser considerado como un hecho recurrente en una situacion de ensefianza/apren-
dizaje e identificable mediante la observancia de algln intérprete. Por tanto, su origen
ha de estar vinculado no solo a los procesos didacticos asociados, sino también a la na-
turaleza misma de la matematica. En ese sentido, cuando un saber matematico ha sido
designado como un saber de ensefianza, recibe a partir de ese momento, algun tipo de
transformacion para su insercion al sistema escolar, tal transformacion es un ejemplo de
fenomeno didactico (Chevallard, 1997).

10 Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 7-18, ISSN: 2340-714X
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Dicho lo anterior se planted como objetivo de investigacion determinar en qué me-
dida la persistencia de razonamientos equivocos en Algebra puede considerarse un
fenomeno didactico susceptible de ser analizado mediante un test de conocimientos ma-
tematicos algebraicos tipicamente escolares.

Se formula que la persistencia de errores y razonamientos equivocos en Algebra no re-
sulta ajena al tipo de adaptacion escolar que del saber se hace al ser designado un saber de
enseflanza y por ende, tampoco sera ajena al tipo de discurso escolar conferido en los libros
o en las aulas, por lo que el anlisis de las posibles causas y efectos de dicha persistencia po-
drian ser inferibles desde el discurso escolar conferido, tanto igual que de los procesos cog-
noscitivos de los estudiantes y de la naturaleza de los saberes algebraicos puestos en juego.

Un ejemplo de la enunciacion anterior puede extraerse del discurso escolar otorgado
a la potenciacion en educacion bésica, cuya presentacion se hace a partir de la idea de
multiplicacion iterativa: " =a - a - a *** a, n veces con n mayormente entero positivo
y sin mas representacion que lo numérico o algebraico. Luego entonces no seria dificil
imaginar una movilizacion de algunos razonamientos equivocos por parte de los estu-
diantes como los siguientes: a” a™ = a™ o bien, a" a” = b" con b =a - a = a?, pues lo que
se fija en la mente de la mayoria de ellos es la idea de que potenciacion es “multiplica-
cion iterativa de los numeros o literales” en la que solo debe cuidarse un cierto orden y
logica operativa, ello en virtud de que no se ofrecen marcos de referencia para concep-
tualizar la nocion de potencia ya sea como un comportamiento exponencial de valores o
como una relacion funcional entre cantidades. De este modo, a” a” = a"*" no tendria sen-
tido para los estudiantes, pues una suma de los valores exponenciales se sale del esquema
o representacion mental asociado.

Casos como el anterior dan lugar a reflexionar sobre el papel del discurso matematico
escolar en la presencia y persistencia de estos razonamientos ciertamente equivocos a la
luz de la matematica, empero, legitimos desde una perspectiva discursiva escolar, carac-
terizada por el énfasis dado a la sintactica mas que a la semantica.

METODO

Para identificar en qué medida se presentaba un determinado tipo de razonamiento
equivoco en contenidos especificos del Algebra asi como su persistencia, se recurrié a
recabar datos de una muestra intencional por un periodo de siete aflos consecutivos con
estudiantes recién egresados de educacion media superior que fueron aceptados para
realizar sus estudios universitarios en licenciaturas de Ciencias Exactas en las areas de
Matematicas, Actuaria, Ensefianza de las Matematicas, Ciencias Computacionales, Inge-
nierias en Computacion e Ingenieria en Software. En la tabla I se presentan los datos de
la poblacién estudiantil participante por afio y por programa educativo.

Atodos los estudiantes se les solicito responder al término de sus cursos de educacion
media superior y de manera voluntaria, un cuestionario de opciéon multiple con quince
reactivos de Algebra, con cuatro opciones de respuesta, empero so6lo una correcta. El
tiempo de administracion fue de sesenta minutos a cargo de los investigadores.

Cabe decir que de los quince reactivos contenidos en el cuestionario, solo dos de ellos
fueron empleados para la recoleccion de datos respecto a la persistencia de razonamientos
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equivocos. La primera aplicacion del instrumento en el afio 2006 fue para seleccionar los
reactivos a emplear en el andlisis de los subsiguientes afios.

Tabla I. Poblacion de estudiantes participantes por programa educativo

Programa educativo 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012
Lic. en Matematicas 34 36 37 39 42 37 0

Lic. en Ensefanza de las Matematicas 34 34 39 40 39 41 35

Lic. en Actuaria 49 49 53 52 37 39 36
Lic. en Ciencias de la Computacion 33 35 39 33 37 31 22
Lic. en Ingenieria de Software 33 35 37 35 53 37 39
Lic. en Ingenieria en Computacion 31 35 32 33 42 40 36
Total de estudiantes ingresantes 214 | 224 | 237 232 |250 |225 168

El cuestionario es considerado un instrumento de confiabilidad aceptable segtn la
escala establecida por Kerlinger y Lee (2002), dado que se obtuvo un a-Cronbach tipi-
ficado de 0.894 en el 2006, de 0.8815 en el 2008, de 0.915 en el 2010 y de 0.903 en el
2012; respecto a la consistencia interna asi como de la correlacion elemento-prueba para
identificar aquellos reactivos que no se encuentran en el mismo contexto que el resto del
cuestionario.

La objetividad del cuestionario se basé en el hecho de que al ser de opcion multiple, los
resultados seran los mismos independientemente de quién los analice; su validez estd en con-
tener solo reactivos de conocimientos matematicos que son prerrequisitos para los cursos de
los primeros semestres de educacion superior y que fueron estudiados previamente durante
la educacion media superior. Su fiabilidad deviene del hecho de que los resultados obtenidos
en las diferentes generaciones se mostraron estables en todas las ocasiones administradas.

Los dos reactivos empleados para el analisis de datos son los que se presentan en la
tabla I1.

Cualitativamente se examinaron las respuestas de los reactivos que dan cuenta de la
presencia de razonamientos algebraicos equivocos entre los estudiantes. Se considero
como referente tanto las ideas como los modos de pensamiento asociados a dichos razo-
namientos en relacion con las formas de discurso escolar y la naturaleza de los saberes
matematicos subyacentes en cada reactivo.

DATOS Y RESULTADOS

Entre el tipo de respuestas dadas a los reactivos empleados para el analisis de la
presencia y persistencia de razonamientos algebraicos equivocos en los estudiantes, se
consideraron algunos errores algebraicos reportados en la literatura especializada. A con-
tinuacion se presentan las consideraciones realizadas para cada una de las respuestas
ofrecidas en el cuestionario.

12 Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 7-18, ISSN: 2340-714X
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Tabla II. Reactivos de Algebra para el analisis de la persistencia

Reactivo 1 Opciones de respuestas
Si a y b son nimeros positivos y a = b, la expresion | A) B) O) D)
Va® + \b? es igual a: s Nab Db A

Porcentaje aproximado de seleccion en cada inciso por afio suministrado

2007 41% 23% 13% 22%
2008 34% 25% 16% 25%
2009 41% 19% 15% 25%
2010 41% 19% 15% 25%
2011 31% 22% 20% 28%
2012 46% 19% 15% 18%
Reactivo 2 Opciones de respuestas
A) B) 0 D)

El producto (2%) (2%) es igual a: 4oty e 4o 420

Porcentaje aproximado de seleccion en cada inciso por aifio suministrado

2007 28% 52% 1% 18%
2008 11% 35% 1% 53%
2009 7% 31% 0% 61%
Reactivo 2 (modificado) Opciones de respuestas
El producto (2¥) (2*) es igual a A) B) O) D)
4y 4o 2w 2ty

Porcentaje aproximado de seleccion en cada inciso por afio suministrado

2010 44% 22% 2% 32%
2011 40% 23% 3% 34%
2012 42% 23% 4% 32%

En el caso del reactivo 1, la respuesta del inciso A) V24* presupone un razonamiento
equivoco sobre la base del reconocimiento y aplicacion de una distribucion generalizada
incorrecta reportada por Matz (1984), a saber, Va + Vb =a *b. No obstante, la incorrecta
distribucion no es lo tnico que se asiste en dicho inciso, sino también el papel asignado
a la adicion o mas precisamente, al operador aditivo en este tipo de estructuras algebrai-
cas, pues se incorpora la posibilidad de que el operador actlie sobre las literales empero
no en los exponentes.

De modo similar, en el inciso B) Va6 se presupone un razonamiento semejante al an-
terior empero, con el agregado de que la adicion actie sobre los exponentes y deje in-
variante a las bases, ello bajo la consideracion de que ambas son iguales. Esta misma
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logica fue aplicada al inciso C) V2a®, con la diferencia de que en este caso la adicion es-
taria operando tanto igual para las bases como para los exponentes y el radical se asume
invariante como en el resto de los incisos.

Todas estas consideraciones sobre las opciones de respuestas dadas a los estudian-
tes no se restringen a la simple consideracion de uno u otro tipo de error/dificultad alge-
braica para dar cuenta de su presencia, eso ha quedado ya reportado suficientemente en
la literatura, mas bien se buscaba dar cuenta de una persistencia de razonamientos alge-
braicos equivocos en la medida que las elecciones de los estudiantes no estuvieran com-
pletamente contenidas en una clase especifica.

Por la distribucién porcentual obtenida en la eleccidon de cada inciso de respuesta a
lo largo de los afios se evidencia no solo los tipos de errores o dificultades algebraicas,
sino la persistencia de razonamientos equivocos que a interpretar del tipo de reactivos
y respuestas contenidas en el cuestionario, se asume que en mayor o menor medida son
causadas por un discurso matematico escolar algebraico que carece de marcos de signi-
ficacion apropiados para tratar la semantica de los simbolos algebraicos y movilizar es-
quemas cognitivos para transitar a estadios estructurales y autdbnomos de pensamiento en
relacion con los sistemas de signos, de modo que se favorezca la comprension sobre la
naturaleza procedimental y estructural del Algebra.

Para el caso de la radicacion (Reactivo 1), tales marcos de referencia pueden hallarse
en el escudrifio de procesos de desarrollo y construccion de dicha nocién ad hoc a su na-
turaleza epistemologica para conferirle un sentido a la radicalizacion, por ejemplo, en lo
relativo al estudio de relaciones de proporcionalidad entre cantidades conmensurables y
no conmensurables en contextos geométricos o en situaciones contextualizadas de medi-
cion, la mecanica, agrimensura, ebanisteria, entre otras. Es decir, referentes que permi-
tan transponer discursos escolares apegados a procesos de axiomatizacion y desarrollo
de la estructura deductiva matematica de los numeros, en los que el trabajo con radica-
les se trata como una extension numérica del exponente natural a un entero y racional
(Martinez, 2005).

Respecto al reactivo 2 modificado, al igual que en el reactivo 1, se consideraron los
errores de distribucion generalizada concernientes a la potenciacion: 24 — 2¢ + 2°;
2@ — 242k como se reportan en Matz (1984). Asi, en la respuesta en el inciso A) 4% aun-
que propiamente no corresponde a uno u otro tipo de los errores de distribucion generali-
zada dados por Matz, se usa ese conocimiento para su elaboracion, empero, situado sobre
la base de un posible recordatorio de las leyes de los exponentes para cuando las bases
son iguales y que al mismo tiempo dé cuenta de la persistencia de razonamientos equi-
vocos mas que de simples errores o dificultades algebraicas. En este sentido, en el inciso
se incorpord la idea presentada en el apartado anterior en el que el discurso escolar otor-
gado a la potenciacion instala razonamientos equivocos del tipo: a"a™ = b"™ con b = a -
a, en la cognicion de los estudiantes.

El inciso B) 4, justo se corresponde con la consideraciéon comentada en la tltima
linea del paragrafo anterior y que por los porcentajes obtenidos en los primeros tres afios
de aplicacion con los tres posteriores a su modificacion, es posible referir la persistencia
de razonamientos equivocos entre los estudiantes.

El inciso C) 2% corresponde al razonamiento equivoco también discutido previa-
mente en este trabajo: a"a” = a™, sin embargo, se decidi6 presentarse en la forma como
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Matz lo refiriera en su momento: 2% — 292¢, para obtener datos sobre en qué medida se
hace presente una persistencia del razonamiento equivoco en funcioén de una u otro tipo
de presentacion.

Visiblemente los datos posibilitan interpretar que no se trata solo de una situacion de
errores o dificultades algebraicas por parte de los estudiantes. La cantidad porcentual de
quienes responden de una u otra manera resulta suficiente para pensar que se esta ante
un fendmeno didactico de persistencia en razonamientos algebraicos equivocos. Desde
luego no se rechaza el que las respuestas proporcionadas en si mismas conforman algun
tipo de error algebraico, empero, tales errores serian el efecto mas no la causa, pues tal
como se dice en Malisani (1999), parte de los errores que cometen los alumnos en Al-
gebra se remonta a obstaculos epistemologicos y bien puede agregarse, al tipo de trata-
miento que le es conferido al Algebra en la escuela. En ese sentido, se sostiene la tesis de
que en el discurso escolar otorgado al Algebra se encuentra la causal no solo de la ma-
nifestacion de errores sino de una pérdida gradual en el proceso de significacion de las
literales, su uso y funcionalidad, pues la atencion ha estado puesta en un supuesto tran-
sito de descripciones en lenguaje ordinario a representaciones simbodlicas impersonales
y procedimientos sistematizados, causando asi un fenomeno didactico de persistencia de
razonamientos algebraicos equivocos en los estudiantes.

En una direccion similar a los efectos del discurso escolar algebraico se han pronun-
ciado autores como (Pochulu, 2005; Abrate, Pochulu y Vargas, 2006) quienes refieren
que los errores cometidos por los estudiantes se remontan a obstaculos epistemoldgicos
propios del desarrollo historico de los conceptos matematicos y se vinculan con los pro-
cesos de ensefanza caracterizados por un uso exacerbado de técnicas algoritmicas o ru-
tinas sin fundamentos tedricos, utilizacion de reglas poco trascendentes, tratamientos
apegados a lo algebraico, ausencia de contextos y poco articulacion con otros saberes.

CONCLUSION

Desde una perspectiva epistemologica del conocimiento matematico se dice que el
error en los estudiantes no es s6lo un efecto de la ignorancia, sino de un conocimiento an-
terior que aun siendo exitoso en algunos casos se manifiesta falso para otros o en su ge-
neralidad (Brousseau, 1986), ello queda no solo corroborado en el presente escrito, sino
que se asienta el pensar en la persistencia de razonamientos equivocos en Algebra como
resultado de la existencia de tal tipo de conocimientos.

En el sentido anterior y de los datos obtenidos en el presente trabajo, es posible con-
cluir que si bien ha habido esfuerzos por modificar el curriculo matematico escolar, par-
ticularmente en Algebra, igual que avances de investigaciones educativas en el tema, los
razonamientos algebraicos equivocos por parte de los estudiantes siguen siendo hoy tan
presentes como en antafio, lo que permite situar a este tipo de situaciones como un feno-
meno diddctico de persistencia susceptible de ser inferidle a partir de un test con items
enmarcados en una vision tradicionalista del curriculo escolar de algebra y su difusion
al interior de las aulas.

Ahora bien, bajo la supuesta relacion escolar dependiente entre un error y un conoci-
miento previo, resulta viable hacer una reflexion sobre el papel del discurso matematico
escolar en un sentido causal. Esto es, reflexionar sobre las distintivas particularidades
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de un discurso matematico escolar como elementos germinales de dicho fenémeno di-
dactico, pues todo conocimiento escolar debe considerarse accion y efecto de la natura-
leza organizacional y discursiva otorgada a los saberes de ensefianza. Tal consideracion
exigiria, para el caso aqui presentado, un analisis de la posible interrelacion entre: 1) las
concepciones docentes sobre la matematica en general y el Algebra en particular; 2) la
naturaleza organizativa de los contenidos algebraicos escolares y, 3) las interacciones
discursivas entre estudiantes y profesores relativas al saber.

Dicho asi, seria necesario reflexionar sobre formas favorables de aproximarse tanto
al entendimiento de este tipo de persistencia como a su tratamiento en los escenarios es-
colares, en consecuencia se estaria ante un problema de redisefio del discurso matema-
tico escolar algebraico aun vigente en las aulas.

Dada la evidencia empirica obtenida en este trabajo a partir de un test enmarcado en
una vision tradicionalista de organizacion y difusion escolar del Algebra respecto a la
persistencia de razonamientos algebraicos equivocos entre los estudiantes ingresantes a
estudios universitarios, se reconoce la importancia de complementar este tipo de resulta-
dos y trabajos con estudios sobre curriculo escolar de algebra difundido en las aulas con
el fin de precisar de mejor manera el papel que el discurso matematico escolar tiene en
dicho fenémeno de persistencia.
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Resumen: En este articulo estudiamos la presencia de procesos de modelizacion mate-
matica en las resoluciones de Problemas de estimacion de grandes cantidades de alum-
nos de Educacion Primaria. Observamos que los alumnos resuelven los problemas
utilizando diferentes estrategias que incluyen modelos matemdticos como la regla del
producto, la iteracion de un punto de referencia o la densidad de poblacion, con lo que
concluimos que estos problemas permiten introducir los procesos de modelizacion ma-
tematica en las aulas de Educacion Primaria.

Palabras clave: Resolucion de problemas, estimacion, modelizacion, Educacion
Primaria

Large numbers estimation problems in Primary
education classroms

Abstract: In this paper we study the presence of mathematical modelling processes in
Large numbers estimation problems in primary education students solvings. We note that
students solve problems using different strategies that include mathematical models as
the product rule, the iteration of a reference point or population density. We conclude
that these problems constitute a good opportunity allow to introduce mathematical mod-
elling processes in the Primary Education classrooms.

Keywords: Problem solving, estimation, modelling, Primary education
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INTRODUCCION

En estudios previos hemos analizado las estrategias de resolucién que proponen los
alumnos de Ensefianza Secundaria para resolver Problemas de Estimacion de Grandes
Cantidades (PEGC). Hemos observado que los alumnos los resuelven proponiendo sus
propias estrategias, rompiendo el problema propuesto en problemas mas pequefos y re-
solviéndolos por separado (Albarracin y Gorgorid, 2014). De esta forma los PEGC son
un subconjunto de los denominados Problemas de Fermi y hemos podido constatar que
son una herramienta Util para la introduccion de los procesos de modelizacion en las
aulas de Educacion Secundaria (Albarracin y Gorgorio, 2013a).

Una revision de la literatura en el campo de la Educacion matematica aparecida en
los ultimos afios evidencia un auge en las propuestas didacticas que incorporan la mode-
lizacién matematica. En general los esfuerzos se han dirigido a estudiar las posibilidades
de los estudiantes de Educacion Secundaria y de niveles universitarios, pero los estudios
que incluyen alumnos de Educacion Primaria son escasos. Por otra parte, nos encontra-
mos con los resultados de las tltimas pruebas PISA (OECD, 2014a; 2014b), que ponen
en la agenda la resolucion de problemas matematicos contextualizados en situaciones de
la vida cotidiana, tanto de forma individual como grupal. En este contexto proponemos
el uso de PEGC en las aulas de Educacion Primaria.

En este articulo presentamos una investigacion basada en diferentes experiencias de
aula con alumnos del ciclo superior de Educacion Primaria, en las que utilizamos una
serie de PEGC. En el analisis de las producciones de estos alumnos observamos que en
el trabajo en grupo se elaboran modelos matematicos y caracterizamos su naturaleza.

En estudios anteriores hemos observado que la resolucion de PEGC permite a los
alumnos de Educacion Secundaria establecer conexiones entre su conocimiento mate-
matico y su entorno. Ahora nos preguntamos sobre las posibilidades de este tipo de tareas
con alumnos de menor edad. Por otra parte, es conocido que los problemas de aula con
contextos reales no substituyen la toma de decisiones en el mundo real, pero su uso en
las aulas promueve actitudes que pueden utilizarse en la vida cotidiana (Jurdak, 2006).
Por ello los problemas propuestos en nuestro trabajo se basan en la estimacion de gran-
des cantidades ambientados en contextos cercanos, como puede ser el propio centro.

MODELIZACION MATEMATICA

La resolucion de problemas es un ambito en el que se han realizado un gran nimero
de estudios y avances en las Ultimas décadas y ha llegado a jugar un papel fundamental
en el campo de la Educacion matematica (Rasmussen y King, 2000). Por otra parte, en
los ultimos afos ha aparecido un fuerte interés por el estudio de los procesos de mode-
lizacion matematica. En lo que sigue entendemos que las actividades de modelizacion
matematica son un tipo concreto de tareas de resolucion de problemas contextualiza-
dos en las que la creacion de una representacion matematica de una realidad o feno-
meno es uno de los aspectos clave de la resolucion. Para definir de forma mas precisa
el concepto de modelo matematico utilizamos la siguiente formulacion propuesta por
Lesh y Harel (2003):
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Models are conceptual systems that generally tend to be expressed using a variety of inte-
racting representational media, which may involve written symbols, spoken language, com-
puter-based graphics, paper-based diagrams or graphs, or experience-based metaphors. Their
purposes are to construct, describe or explain other system(s).

Models include both: (a) a conceptual system for describing or explaining the relevant
mathematical objects, relations, actions, patterns, and regularities that are attributed to the pro-
blem-solving situation; and (b) accompanying procedures for generating useful constructions,
manipulations, or predictions for achieving clearly recognized goals. (p. 159)

A partir de esta definicion, entendemos que un modelo matematico es una forma de
representar una realidad en la que intervienen elementos de diferente naturaleza. Algu-
nos de estos elementos son propios de las matematicas pero los modelos también pue-
den aspectos no formales que permitan una descripcion intuitiva de la realidad estudiada.
Ademas, Lesh y Harel (2003) afirman que “the products that problem solvers produce
generally involve much more than simply giving brief answers to well formulated ques-
tions” (p. 158).

La forma en la que los estudiantes crean modelos matematicos para resolver proble-
mas es objeto de estudio y existen diferentes posiciones al respecto (Borromeo Ferri,
20006). En términos generales, se acepta que los procesos de modelizacion tienen una na-
turaleza eminentemente ciclica. En el proceso de resolucion los estudiantes tratan de re-
solver los problemas pasando por diferentes fases y vuelven a replantearse la situacion
estudiada. De esta forma, el proceso se repite en diferentes ciclos en los que se mejo-
ran los modelos y las soluciones encontradas para el problema en el que trabajan adap-
tandose a las necesidades que marca el enunciado en cada momento (Blum y Borromeo
Ferri, 2009). Estos procesos no son sencillos para los estudiantes y se han detectado di-
ferentes dificultades, como la presencia excesiva de modelos lineales en situaciones que
no los requieren (Esteley, Villarreal y Alagia 2010).

ESTIMACION Y PROBLEMAS DE FERMI

En muchas situaciones de nuestra vida cotidiana no disponemos de todos los medios
o informaciones necesarios para poder dar una respuesta precisa y concreta a una pre-
gunta dada. Aln asi en muchas de estas situaciones no es realmente necesario obtener
respuestas con un alto nivel de precision para solucionar aquello que se nos plantea. En
estos casos una estimacion de las cantidades relevantes que intervienen en la situacion
en la que nos encontramos puede ser suficiente, o incluso la opcién mas rapida y efectiva
para dar solucion al problema con el que nos encontramos. En el contexto de la Educa-
cion Matematica, entendemos que una estimacion es un juicio del valor del resultado de
una operacion numérica o de la medida de una cantidad, en funcion de las circunstancias
y necesidades de la persona que emite ese juicio (Segovia, Castro, Castro y Rico, 1989).

En la literatura se distinguen tres tipos, esencialmente distintos, de formas de estima-
cion: la denominada numerosidad (numerosity), la estimacion de medidas y la estimacion
computacional (Hogan and Brezinski, 2003). Esta variedad se debe a que existen una
gran diversidad de tareas que, aunque no compartan los patrones numéricos o concep-
tuales que permiten realizarlas, recaen en el concepto de estimacion (Booth and Siegler,
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2006). La numerosidad se refiere a la habilidad de estimar visualmente el nimero de ob-
jetos dispuestos en un plano en un tiempo determinado, la estimacién de medidas se basa
en la habilidad perceptiva de estimar longitudes, superficies, tiempos, pesos o otros tipos
de medidas similares y la estimacién computacional se refiere al proceso por el que se
aproxima el valor de calculos como 2.31+5.75/2.1.

Por otra parte, otra actividad en la que las matematicas son un aspecto fundamental
y que es denominada también estimacion es el calculo de valores obtenidos en activida-
des predictivas o de aproximacion de una realidad a partir del uso de modelos que repre-
sentan una situacion. Este tipo de actividad es comun en tareas cientificas, técnicas o en
estudios sociales, pero ha sido poco considerado en el estudio sistematico en el ambito
de la Educacion Matematica. Una buena muestra del tipo de situaciones en las que un
modelo matematico es la base para realizar una estimacion de una cantidad la constitu-
yen los denominados problemas de Fermi, propuestos originalmente por Enricco Fermi
(1901-1954), fisico ganador de un premio Nobel.

El problema, ;cudntos afinadores de piano hay en Chicago? es el ejemplo mas uti-
lizado para mostrar las caracteristicas de los problemas de Fermi. En este caso se puede
estimar la solucion a partir de dividir el problema en sub-problemas mas pequefos que
pueden resolverse por separado a partir de estimaciones razonadas. Algunos de los va-
lores relevantes a estimar son el nimero de casas que hay en Chicago, el porcentaje de
estas que poseen piano, el nimero de horas necesarias para afinar un piano o la jornada
anual total de un afinador de pianos. La resolucion completa del problema se puede con-
sultar en Garcia Navarro (2013). Se pueden encontrar otros ejemplos de problemas de
Fermi en Weinstein (2008, 2012).

La definicién de problema de Fermi que ofrece Arlebick (2009) es la siguiente:

Open, non-standard problems requiring the students to make assumptions about the pro-
blem situation and estimate relevant quantities before engaging in, often, simple calculations.

(p. 331)

Carlson (1997) describe el proceso de resolucion de un problema de Fermi como “the
method of obtaining a quick approximation to a seemingly difficult mathematical pro-
cess by using a series of educated guesses and rounded calculations™ (p. 308). Por su
parte, Efthimiou y Llewellyn (2007) caracterizan los problemas de Fermi afirmando que
siempre parecen difusos en su planteamiento, dando poca informacion concreta o pocos
aspectos relevantes para iniciar la resolucion, pero que se pueden descomponer en pro-
blemas sencillos que permiten llegar a la solucion de la pregunta original. De esta forma,
los problemas de Fermi se caracterizan esencialmente por presentar una pregunta abierta
y sin excesivos detalles y los caracteriza especialmente el formato de su resolucion, ba-
sada en realizar estimaciones de varias cantidades. Robinson (2008) relaciona este pro-
ceso de resolucion especifico con la creacion de modelos matematicos:

[i]n order to solve a Fermi problem, one has to synthesize a physical model, examine the phy-
sical principles which are in operation, determine other constraints such as boundary condi-
tions, decide how simple the model can be while still maintaining some realism, and only then
apply some rough estimation to the problem. (p. 83)
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Por su parte, Arlebick (2011) afirma que el trabajo con problemas de Fermi puede
ser util para introducir la modelizacion en las aulas porque son accesibles para alumnos
de diferentes etapas educativas, no requieren un tipo concreto de conocimiento matema-
tico previo y obligan a los alumnos a especificar la estructura matematica de la informa-
cion relevante. Otro argumento para la introduccion de problemas de Fermi en las aulas
es la posibilidad de utilizarlos como puente entre las matematicas y otras materias es-
colares, acercando a los estudiantes a diferentes tareas interdisciplinarias (Sriraman y
Lesh, 2006). También permiten incorporar diferentes problematicas sociales de interés,
como estimaciones de agua potable consumida, consumos de gasolina u otros combusti-
bles, cantidades de comida desechadas y otros tipos de problemas de tipo ecoldgico (Sri-
raman y Knott, 2009).

Los problemas de Fermi se han utilizado mayoritariamente en estudios universitarios
de Ciencias Fisicas, aunque se ha sugerido su uso en otros ambitos cientificos, con el ob-
jetivo de conectar el conocimiento matemadtico con las problematicas de interpretacion
de fenomenos en otras ramas cientificas, tal y como describe White (2004) en el estudio
de moléculas en el &mbito de la Bioquimica. Como ya hemos sefialado, se han utilizado
los problemas de Fermi en las aulas de Educacion Secundaria. En Garcia Navarro (2013)
y Albarracin y Gorgorio (2013b) se pueden encontrar propuestas diddcticas basadas en
el uso de este tipo de problemas.

A pesar de lo expuesto, los problemas de Fermi han sido poco utilizados en Educa-
cion Primaria, aunque los indicios hacen pensar que su adaptabilidad a diferentes niveles
educativos deberia permitir dinamicas de aula ricas. Las unicas referencias relacionadas
con el estudio de Problemas de Fermi en los niveles de Educacion Primaria es el trabajo
de Peter-Koop (2005) que propone su uso sin analizar con detalle el tipo de estrategias
que utilizan los alumnos.

OBJETIVO DEL ESTUDIO

En este estudio nos planteamos utilizar los Problemas de estimacion de grandes canti-
dades (PEGC) como actividades de aula en el ciclo superior de Educacion Primaria para
estudiar si los alumnos los resuelven a partir de un procesos de modelizacion matema-
tica. En concreto, nuestro objetivo es identificar elementos de modelizacion en las pro-
ducciones de aula de alumnos de Educacion Primaria al resolver PEGC.

METODOLOGIA
En las siguientes secciones detallamos los aspectos metodologicos del estudio, deta-

llando la poblacién participante, el tipo de actividades y problemas utilizados, y el for-
mato de los datos recogidos.

Participantes

Los datos de este estudio se recogen a partir de las producciones de alumnos de 5°
y 6° cursos de Educacion Primaria (entre 10 y 12 afios) de tres centros diferentes que
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trabajan en grupos de 3 o 4 alumnos. La tabla 1 muestra el nimero de alumnos para cada
uno de los tres centros en los que se realizo la actividad y el nimero de grupos de trabajo
en los que se distribuyeron.

Tabla 1. Numero de alumnos de cada centro y nimero de grupos de trabajo

Numero de Grupos de Curso
alumnos trabajo
Centro 1 10 3 5°
Centro 2 15 4 5°
Centro 3 26 7 6°
Total 63 14

Problemas

Para este estudio utilizamos diferentes Problemas de estimacion de grandes cantida-
des (PEGC), que son un tipo concreto de Problemas de Fermi (Albarracin y Gorgorio,
2014). El uso de grandes cantidades dificulta los recuentos exhaustivos o las mediciones
directas, con lo que los alumnos necesitan desarrollar estrategias alternativas para justifi-
car sus estimaciones. Para disefiar las actividades se han utilizado problemas contextuali-
zados en el propio centro educativo de los alumnos considerando que la familiaridad con
el contexto deberia promover que los problemas sean mas interesantes y accesibles, asi
como permitir que se pudieran efectuar las mediciones oportunas en un lugar accesible.

Los problemas utilizados, en abstracto, son los siguientes:

e Tipo A: Estimacion de la cantidad de personas que se pueden disponer en una

cierta superficie.

e Tipo B: Estimacion de la cantidad de objetos que se pueden disponer en una cierta

superficie o volumen.

En cada una de las actividades se dieron enunciados contextualizados para los pro-
blemas. En los problemas de tipo A se pregunta por la cantidad de personas que caben en
una determinada superficie y estan contextualizados a partir del uso de una imagen que
situa la zona en la que debe disponerse la gente. Por ejemplo, la figura 1 muestra uno de
los enunciados propuestos para los problemas de tipo A.

Los enunciados de los problemas de tipo B tienen la misma estructura, pero la natu-
raleza de los objetos involucrados en los problemas es variada. La figura 2 muestras los
enunciados concretos de dos problemas de tipo B en los que se debe estimar la cantidad
de objetos en un espacio.
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(Cuanta gente cabe en este porche?

Figura 1. El enunciado de un problema de tipo A (personas).

(Cuantos folios hay en un montén como el (Cuantos libros hay en estas estanterias?
que esta en la mesa del maestro?

Figura 2. El enunciado de dos problemas de tipo B (objetos).
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La lista completa de los problemas de tipo B propuestos es la siguiente:

e (Cuantos folios hay en un montén como el que esta en la mesa del maestro?

e (Cuantos libros hay en las estanterias de la biblioteca?

e ;Cuantos ladrillos hay en esta pared?

e ;Cuantas pelotas de futbol caben en el circulo central de la pista deportiva?

e (De cuantos cuadrados estd formada la red que impide que las pelotas de futbol
se escapen de la pista?

En las actividades de aula también se propusieron problemas relacionados con la es-
timacion y medida indirecta de alturas de varios objetos, pero no se incluyen en el anali-
sis de este articulo por pertenecer a otra naturaleza de problemas.

Disefio de las actividades y datos recogidos

Cada una de las experiencias realizadas se basa en el trabajo con una secuencia de 4
PEGC procurando que los alumnos traten de resolver tanto problemas de tipo A como
de tipo B, dando enunciados localizados para cada aula o centro educativo. En el aula
los alumnos trabajan en grupos de 3 o 4 personas durante dos sesiones. En la primera se-
sion se plantean los problemas a los alumnos, se les pide que disefien un plan de accion
para resolverlos y se les deja tiempo para que afronten el proceso de resolucion y hagan
las mediciones que consideren oportunas. En la segunda sesion los alumnos escriben en
un informe grupal los procesos seguidos y los resultados obtenidos. El trabajo acaba con
una puesta en comun de los resultados de los alumnos.

Durante las sesiones, el papel del profesor de aula es de guia, responde a dudas sobre
los enunciados promoviendo el trabajo en el aula sin proporcionar ayudas especificas
para la resolucion de los problemas.

Los datos que analizamos son las producciones escritas de los alumnos para la reso-
lucion de cada problema planteado. Para complementar las producciones escritas en el
informe de grupo de los alumnos y clarificar determinados aspectos del andlisis se uti-
lizaron las notas de campo que tomaron los maestros presentes en cada aula. En total se
recogieron 36 resoluciones escritas a los diferentes problemas. La tabla 4 recoge el nu-
mero de resoluciones obtenidas para cada tipo de problemas.

Tabla 2. Numero de resoluciones recogidas para cada tipo de problema.

Tipo A Tipo B

Numero de resoluciones 16 20

ANALISIS

Para analizar las resoluciones de los problemas se han tenido en cuenta los antece-
dentes de esta investigacion en cuanto a las diferentes estrategias de resolucion y mo-
delos detectados en la resolucion de PEGC (Albarracin y Gorgorio, 2013a; 2014). Cada
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resolucion recogida contiene una serie de acciones y decisiones previas que llevan al uso
de procedimientos y conceptos matematicos concretos. Estos procedimientos y concep-
tos usados pueden ser recuentos, medidas directas o estimaciones que se apoyan en una
forma determinada de interpretar el fendémeno estudiado.

En este estudio utilizamos un instrumento de analisis que ya nos ha permitido previa-
mente detectar estrategias de resolucion basadas en la elaboracion de un modelo mate-
matico (Albarracin y Gorgori6, 2013a). Estos modelos se basan en una vision concreta
del fenomeno estudiado y van acompafiados de los procedimientos necesarios para uti-
lizarlo en ese caso concreto. Las estrategias de resolucion de PEGC detectadas son las
siguientes:

e Recuento exhaustivo: la estrategia de los alumnos es contar uno por uno todos los

elementos del conjunto de objetos.

* Fuente externa: los alumnos delegan la responsabilidad de dar una respuesta al
problema a un tercero que deberia poseer la informacion necesaria.

e Reduccién y uso de una proporcion: los alumnos consideran el problema ini-
cial y intenta resolver un problema equivalente con valores mas pequefios para
responder al problema inicial utilizando un factor de proporcion entre las dos
situaciones.

* Medidas de concentracion: se basa la resolucion en determinar la cantidad de per-
sonas u objetos distribuidos en una porcion de superficie concreta que ellos mis-
mos determinan.

* Punto de referencia: los alumnos determinan la superficie total del lugar en el que
se encuentran las personas u objetos a estimar y lo dividen entre la superficie que
ocupa un solo objeto, que actiia como un punto de referencia (Joram, Gabriele,
Bertheau, Gelman y Subrahmanyam, 2005).

* Distribucion en cuadricula: los alumnos utilizan una imagen mental de distribu-
cion de las personas u objetos a estimar en forma de cuadricula, estiman el nu-
mero de ellos para cada dimension (altura y ancho en los casos de superficies) y
utilizan la regla del producto para establecer un resultado.

A continuacién mostramos el tipo de datos con los que trabajamos, recogidos de uno
de los grupos, en concreto un grupo de 6° de Primaria que trata de estimar el nimero de
personas que caben en la pista del patio de su centro. La figura 3 muestra a los alumnos
contando el nimero de personas que caben en media pista a partir de contar pasos tanto
a lo largo como a lo ancho del patio.

La figura 4 muestra los calculos realizados por los alumnos, en los que se pueden ob-
servar sus resultados parciales (50 personas en el largo y 25 en el ancho del patio). Como
sus datos se refieren a media pista, multiplican el resultado por 2.

Observamos que su resolucion se basa en una distribucion tedrica de personas en el
patio en forma de cuadricula, que es la base conceptual del modelo matematico que uti-
lizan para decidir las medidas necesarias. En este caso los procesos necesarios son el re-
cuento de pasos, como unidad de medida del espacio que ocupa una persona, y el uso de
la regla del producto como procedimiento de calculo final.
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Figura 3. Cada paso es una persona.

50

a%

250

\oo : :

\,2,5@ P r
x 2

i
250 Ogpon.

Rew %)\Lcﬁ VU VIR ?@LBQ:\ L\N&sﬂ Ao ?\S\Q\

k/m b oS S0 SoBasgeda t 23 3compbde,
Laﬁ)rg EN MMMW\SEDXLS, onn Ao
0—250\\@ +@W\8‘W\ o \.ﬂ«.\\&i\{bﬂl& fef‘-_?_tm

Aona 2.Soo me

Figura 4a y 4b. La regla del producto en las producciones de los alumnos.
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RESULTADOS

En esta seccion detallamos las estrategias utilizadas por los alumnos y los modelos
detectados para cada tipo de problemas.

Problemas de tipo A
La tabla 3 recoge las estrategias detectadas en la resolucion de los problemas de tipo
A, en los que los alumnos deben estimar la cantidad de personas que caben en un deter-

minado espacio:

Tabla 3. Estrategias detectadas para los problemas de tipo A

Estrategia Numero de resoluciones
Densidad de poblacion 1
Regla del producto 12
Punto de referencia 3
Total 16

A partir de los resultados obtenidos podemos afirmar que los alumnos basan sus es-
trategias de resolucion en modelos matematicos que simplifican y explican la situacion
a estudiar. Observamos que para estos alumnos la distribucion de personas en forma de
cuadricula, como la presentada en el apartado anterior, es el modelo preponderante que
permite describir y analizar los problemas propuestos. En estudios anteriores (Albarra-
cin y Gorgorio, 2014) observamos que la incidencia de esta estrategia es menor en alum-
nos de Educacion Secundaria Obligatoria (12-16 afios).

Debemos destacar que no todos los alumnos aplican los métodos propuestos de la
misma forma y que algunos grupos introducen matices en su resolucion que merecen ser
destacados. Dos de los grupos utilizan las baldosas del suelo del espacio en el que se pro-
pone el problema determinando el nimero de baldosas que ocupa una persona y cuentan
baldosas a partir de la regla del producto. Otros de los grupos establecen el espacio re-
querido por una persona a partir de la longitud de un paso, con lo que obtienen una forma
rapida y efectiva de contar el nimero de personas que caben en cada dimension del espa-
cio propuesto. Un grupo agiliza este proceso estimado el nimero de personas que caben
en media pista y multiplicando el resultado por dos.

Problemas de tipo B

La tabla 4 muestra las estrategias detectadas en la resolucion de los problemas de tipo
B, en los que los alumnos deben estimar la cantidad de objetos (folios, pelotas, libros...)
que caben en un determinado espacio:
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Tabla 4. Estrategias detectadas para los problemas de tipo A

Estrategia Numero de resoluciones
Regla del producto 10
Punto de referencia 3
Reduccion a un problema mas pequeiio 6
Fuente externa 1
Total 16

Dado que este tipo de problemas es mas variado en su formulacion que los problemas
de tipo A puesto que las naturalezas de los objetos a contar es diferente, observamos una
mayor variedad en las estrategias propuestas. En este caso la regla del producto sigue
siendo la estrategia preferida, pero observamos que diferentes grupos proponen reducir
el problema inicial a uno mas pequefio y aplicar una proporcion.

En el caso del problema de estimar el nimero de folios que forman un montén, en-
contramos que los alumnos reducen el problema de dos formas diferentes, que se re-
lacionan con dos formas distintas de entenderlo. Una opcion es contar el nimero de
folios necesarios para llegar a una altura determinada (1 cm, por ejemplo) y la otra es
medir la altura de una cierta cantidad de folios. Los que utilizan esta segunda opcion
no calculan en ningun momento el grosor de un folio, que seria la unidad de medida
que acaban utilizando los primeros. De esta forma vemos que las dos opciones, que son
matematicamente equivalentes, contienen diferencias desde el punto de vista didactico,
ya que la primera de las propuestas podria enlazarse directamente con la idea de esta-
blecer una unidad de medida, por lo que nos parece una actividad interesante para de-
sarrollar en el aula.

Por otra parte, los alumnos tratan de resolver el problema de estimar el numero de
libros en las estanterias de la biblioteca reduciendo la situacioén a un problema mas pe-
quefio y manejable. Eligen una pequefia muestra de estantes, entre 2 y 4, y cuentan el
numero de libros que los contienen. A partir de estos datos aplican un factor de propor-
cionalidad entre la parte de la biblioteca que han contado y el total. Nuevamente, obser-
vamos que los alumnos no calculan el nimero medio de libros que contiene cada estante.
Al mismo tiempo, uno de los grupos considera que la pregunta no tiene sentido, ya que
el problema se encuentra resuelto en la catalogacion de los libros y se limita a responder
que el responsable de la biblioteca ya tiene la respuesta.

Un problema cuya resolucion genera grandes dificultades a los alumnos es el que re-
quiere estimar el nimero de pelotas de ftbol que caben en el circulo central de la pista
deportiva. En este caso, la presencia de circunferencias para medir genera confusiones
entre los conceptos de area y perimetro en los alumnos que optan por utilizar un punto
de referencia como unidad base. Por su parte, un grupo trata de resolver el problema uti-
lizando la regla del producto a partir de una disposicion en forma de rejilla cuadricular
de las pelotas, pero al tratarse de un espacio circular confunden el ancho y el largo de la
superficie con su perimetro.
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Finalmente, en el problema del recuento de ladrillos de una pared, los alumnos usan
de forma exclusiva la regla del producto, pero la combinan con una reduccion del pro-
blema para realizar recuentos mas rapidos. En concreto, 4 de los 6 grupos que resuelven
el problema combinan estas dos estrategias.

CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos en este estudio nos permiten afirmar que los alumnos del
tercer ciclo de Educacion Primaria (10-11 afios) pueden enfrentarse a los Problemas de
estimacion de grandes cantidades propuestos. De hecho, en sus resoluciones grupales in-
troducen numerosos elementos que permiten confirmar el uso de modelos matematicos
involucrados. En este sentido coincidimos con Peter-Koop (2005) cuando establece la
posibilidad de usar Problemas de Fermi en las aulas de Educacion Primaria.

Entre los modelos detectados en este estudio destaca el uso de la regla del producto,
basado en la distribucion en cuadricula de objetos, que parece la forma predominante de
enfrentarse a este tipo de problemas para los alumnos de Educacién Primaria. En estu-
dios anteriores (Albarracin y Gorgorio, 2013a; 2014) no hemos observado esta prepon-
derancia tan marcada, con lo que intuimos que la regla del producto puede plantearse
como modelo para introducir conceptos como la densidad de poblacion, aunque consi-
deramos que se deberia estudiar con mas detalle la forma en la que evoluciona el uso
de estas estrategias con la edad de los alumnos. También hemos detectado otros mode-
los matematicos en las resoluciones de los alumnos como el uso de la reduccion a un
problema mas pequeio, el uso de un punto de referencia y la densidad de poblacion. En
linea con lo que afirma Arlebiick (2011), hemos corroborado que los PEGC, en tanto que
problemas de Fermi, pueden ser ttiles para introducir la modelizacion en las aulas y po-
demos afirmamos que son accesibles para alumnos de Educacion Primaria sin requerir
un tipo concreto de conocimiento matematico previo.

Algunos de los modelos detectados en las resoluciones de los alumnos se relacionan
con diferentes conocimientos que utilizaran los alumnos en diversas materias escolares
mas alla de las matematicas, como es el caso de la establecer unidades o un punto de re-
ferencia, o la densidad de poblacion. Por ello consideramos que las secuencias de PEGC
se muestran como una opcion valida y interesante para introducir estos conceptos a los
alumnos de Educacion Primaria.

A partir del analisis de las resoluciones de los alumnos y de las estrategias utilizadas,
consideramos que los problemas de tipo A son mas asequibles para ellos y permiten ini-
ciar el trabajo con este tipo de problemas. Por ello proponemos elaborar secuencias de
PEGC que se inicien con la resolucion en el aula o el centro escolar de alguno de estos
problemas para posteriormente afrontar la resolucion de diversos problemas de tipo B,
que demandan a los alumnos diferentes formas de acercarse a las estimaciones requeri-
das en funcién de las caracteristicas de los objetos a cuantificar.
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Resumen: En este articulo se presenta un primer andlisis de contenido de los aspectos
mas importantes de la aritmética comercial el Dorado Contador, escrita por el autor es-
paiiol del siglo XVI Miguel Gerénimo de Santa Cruz.

Para este andlisis se ha recurrido a la técnica del andlisis de contenido, ampliamente
utilizada por diversos autores en investigaciones relativas a la historia de las matemati-
cas. Destacan en la obra la gran diversidad tanto de contenidos como de ejemplos, con-
textualizados en su mayoria en el comercio, si bien muy semejantes a los de otras obras
publicadas durante el mismo siglo.

Palabras Clave: Historia de la educacion matematica, Libro de texto, Aritmética Co-
mercial, Siglo XVI, Dorado Contador.

The mercantile arithmetic of Miguel Geronimo de
Santa Cruz

Abstract: During this work it presents a first content analysis of the most important as-
pects of the mercantile arithmetic Dorado Contador, written by the Spanish sixteenth-
century author Miguel Geronimo de Santa Cruz.

The technique used for this analysis is the content analysis, which has been repeatedly
used by several authors in History of Mathematics Education research. This book pre-
sents a great variety of both, contents and mercantile examples, however, they are simi-
lar to the ones which appear in other sixteenth-century arithmetics.

Keywords: History of Mathematics Education, Text Book, Mercantile Arithmetic, 16th
Century, Dorado Contador
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INTRODUCCION

El analisis de libros de texto posee un papel clave en las investigaciones relativas a
la historia de la educacion matematica; el libro de texto refleja una gran cantidad de in-
formacion sobre el periodo en el que fue escrito y la educacion en ese momento, ya que
suele marcar de uno u otro modo la posterior actividad que se realiza en las aulas.

Esto ha potenciado que, en las ultimas décadas, se hayan llevado a cabos numero-
sas investigaciones relativas al analisis de libros de texto historicos, tanto a nivel inter-
nacional como nacional, por ejemplo las de Schubring (1987) o Sierra y Lopez (2013).

Dos grandes motivos permiten destacar al siglo XVI dentro de las investigaciones
sobre el andlisis de libros de texto; por un lado la aparicion de la imprenta, ya en el siglo
anterior, favorecio la difusion del conocimiento matematico en castellano; a su vez, el
auge del comercio espafol en el siglo XVI, debido fundamentalmente a la conquista y
explotacion de América, favorecid que un mayor numero de gente necesitara poseer co-
nocimientos matematicos basicos, impulsando la aparicion de un gran niimero de libros
con este objetivo.

A consecuencia de esto, diversos autores han enfocado sus investigaciones al estu-
dio de aritméticas publicadas en el siglo X VI, por ejemplo el analisis realizado por Mea-
villa del contenido algebraico de la aritmética de Pérez de Moya (2005), o el estudio de
las recreaciones matematicas que se pueden encontrar en la aritmética de Ortega (2013).

Puig y Fernandez por su parte realizaron los preliminares para el estudio de la arit-
mética algebraica de Marco Aurel (2013). Se han analizado también la fenomenologia y
las representaciones en la Arithmetica Practica de Juan de Yciar (Maz-Machado, Lopez
y Sierra, 2013).

Continuando con esta linea de investigacion, el objetivo de este articulo es realizar
un primer analisis de contenido de la aritmética comercial de Miguel Geronimo de Santa
Cruz, el Dorado Contador, publicada por primera vez en 1594 y que contd con varias
reimpresiones. Esta aritmética refleja de forma clara la necesidad que surgié durante el
siglo XVI de adquirir conocimientos matematicos basicos.

METODOLOGIA

La metodologia utilizada ha sido el analisis de tipo historico apoyado en el analisis de
contenido de libros de texto que utilizan de forma frecuente los investigadores del Grupo
de investigacion de Pensamiento Numeérico de la SEIEM (Maz y Rico, 2007, 2009; Sie-
rra'y Lopez, 2013) y centrado en tres dimensiones:

e Contenidos, ejemplos y ejercicios: Se revisaran los temas, los problemas y los
ejercicios resueltos o propuestos que aparecen en el libro. A continuacion, se ela-
borara un mapa conceptual a través del cual se pueden identificar los focos con-
ceptuales en los que se estructura la obra (Sierra y Lopez, 2013).

e Sistemas de representacion: Se entienden por sistemas de representacion en edu-
cacion matematica a las diversas formas de presentar un concepto. Se pueden
utilizar distintos tipos de simbolos, graficas, signos, tablas, figuras, etc. (Maz y
Bracho, 2013).
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Figura 1. Portada del Dorado
Contador (1625).

e Analisis fenomenologico: Se presentaran aquellas situaciones o fendomenos en las
que los conceptos matematicos incluidos en el libro tienen uso, es decir aque-
llos que muestran su funcionalidad. Una situacion viene dada por una referencia
al medio en el cual se sitiian los ejemplos o ejercicios propuestos en la aritmética
(Sierra y Lopez, 2013).

RESULTADOS
El autor: Miguel Gerénimo De Santa Cruz

Son muy pocos los datos que se conocen sobre este autor, unicamente a través de su
propio libro se puede saber que era natural de la ciudad de Valencia y vecino de Sevilla.
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En 1594 se publica por primera vez su Libro de aritmética especulativa y prdctica, ti-
tulado el Dorado Contador.

Picatoste (1891) afirma que es probable que Miguel Gerénimo de Santa Cruz ejer-
ciera la profesion de comerciante. Igualmente, Smith (1908) sostiene que era un comer-
ciante y aritmético de la segunda mitad del siglo XVI. Salavert (1990) afiade sobre él,
que poseia un alto nivel de conocimientos sobre la matematica renacentista.

La posibilidad de que Miguel Geréonimo de Santa Cruz fuera un comerciante de la
época permite entender mejor los motivos que le llevaron a la escritura de su obra. En
ese caso, su profesion le permitia ser consciente de las numerosas dificultades que su-
ponia el desconocimiento de las matematicas a la hora de realizar transacciones comer-
ciales, y los problemas que se evitarian si un mayor numero de personas tuviera acceso
a estos conocimientos.

La obra: El Dorado Contador

El titulo completo de la obra es Libro de arithmetica especvlativa, y prdctica, in-
titvlado, el Dorado Contador, contiene la fineza y reglas de contar oro y plata, y los
Aneajes de Flandes, se publica por primera vez en Madrid en 1594. Se constatan mul-
tiples reimpresiones de esta obra, la primera en Sevilla en 1603, posteriormente en Ma-
drid en 1625, 1643 y la tltima también en Madrid y en el siglo XVIII, en concreto en el
afio 1794 (Picatoste, 1891).

El texto representa una aritmética comercial que refleja fundamentalmente la acti-
vidad mercantil valenciana y sevillana, ciudad donde residia el autor. Su aprobacion
aparece firmada por el director de la Academia de Matematicas, Pedro Ambrosio de On-
dériz. A consecuencia de esto, la obra fue utilizada como libro de texto en la Casa de
Contratacion de Sevilla durante mucho tiempo (Salavert, 1990).

La edicion analizada se trata de la tercera reimpresion, correspondiente al afio 1625,
impresa en Madrid por la viuda de Alonso Martin, a costa de Domingo Gonzalez, mer-
cader de libros. Esta aritmética contiene dos paginas sin numerar, en las que realiza un
prologo al lector y una exhortacion, después 238 paginas numeradas de contenidos, di-
vididas en dos libros: el primero con 22 capitulos y el segundo con 11; y finalmente in-
cluye una tabla de contenidos.

La edicion impresa en Madrid en 1643 tiene unas dimensiones de 13.8x20 c¢m, siendo
el texto de 9.9x16.8 cm, y contiene el mismo niimero de paginas que la edicion aqui uti-
lizada (Smith, 1908).

Los objetivos principales que manifiesta el autor en esta obra son poner las mate-
maticas al alcance de todos y ser de utilidad para los lectores en situaciones de su vida
cotidiana, del comercio, de su trabajo, sirviéndoles para mejorar sus negocios, evitar
engafos, etc.

Ademas, concede importancia a la uniéon entre las propias matematicas; ¢l mismo
dice que todo en las matematicas esta relacionado y por eso habla en un capitulo de cues-
tiones que se explicaran después o al revés. Afirma que unas especies se valen de otras,
y eso hace que todas sean utiles y se pueden aprovechar.

En el aspecto educativo, cabe destacar que otorga al profesor un papel de gran
importancia en el proceso de ensefianza aprendizaje, en varias ocasiones avisa a los
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Figura 2. Mapa conceptual del Dorado Contador.
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lectores que si buscan entender correcta y completamente los contenidos necesita-
ran la ayuda de un profesor con el cual practicarlos “a viva voz”. Afiadir que a lo
largo del libro, y fundamentalmente en las definiciones, se observa la influencia de
Euclides, pues se mencionan en varias ocasiones las traducciones de su libro he-
chas por Tartaglia, y Commandino. Se encuentran también referencias a Arquime-
des, Platon, Aristoteles, Juan de Sachrovosco, Michael Escoto, etc., y a autores del
siglo XVI como Juan Pérez de Moya, Marco Aurel, Pedro Nufiez, Juan Vantallols,
Fray Juan de Ortega.

ANALISIS

Alo largo de las proximas paginas se presenta un breve resumen de los resultados que
se han obtenido al realizar un analisis de contenido de esta aritmética.

Contenidos:

El primer libro incluye un primer capitulo sobre aritmética tedrica o especulativa. En
los siguientes se explican las operaciones elementales, las fracciones y las operaciones
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Figura 5. Tabla de multiplicar.

entre ellas, las sumas y restas en el con-
texto comercial, las progresiones aritmé-
tica y geométrica, y las raices cuadradas y
cubicas. Finaliza este libro con un ultimo
capitulo dedicado a las pruebas del nueve
y el siete.

A lo largo del segundo libro se explican
las proporciones, las reglas de tres directas,
inversas, compuestas, los repartos propor-
cionales simples y compuestos, el método
de la falsa posicion y de las dos falsas po-
siciones. El libro finaliza con tres capitulos
dedicados a transacciones comerciales con
oro, plata y aneajes de Flandes y Francia.

Estos contenidos son en general los ha-
bituales en las aritméticas comerciales es-
pafiolas e italianas de la época (Smith,
1908). Por ejemplo, en las aritméticas es-
critas por Juan Pérez de Moya o Marco
Aurel se pueden encontrar similares con-
tenidos, a excepcion del algebra, contenido
que estos incluyen y sin embargo no forma

parte de la aritmética de Miguel Geronimo de Santa Cruz.

Ejemplos y ejercicios:

Son bastante numerosos y diversos los ejemplos y ejercicios que se pueden encontrar
en la obra, se incluyen ejercicios con operaciones basicas, fracciones, raices cuadradas,
reglas de tres, etc. En general, cada contenido explicado lleva asociado varios ejemplos
sencillos y contextualizados en su mayoria al comercio, que pretenden que el lector ad-
quiera las destrezas explicadas. Para lograr esto resuelve muchos ejemplos detallando

Figura 6. Graficas geométricas.
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Figura 10. Ejemplo de fendmeno de repartos.
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Figura 16. Ejemplo de fenomeno aritmético.

todos los pasos, si bien en algunos casos se proporciona simplemente la solucidon sin
detallarla.

Mapa conceptual:

Finalmente, se presenta el mapa conceptual de contenidos de la obra (Figura 2). Este
muestra los dos grandes bloques en los que dichos contenidos se dividen, por un lado el
estudio de los niumeros naturales y la realizacion de diversas operaciones con ellos, y por
otro el estudio de las fracciones y la realizacion de operaciones basicas con ellas. A su
vez, estos dos bloques se unen mediante la realizacién de operaciones en las que se in-
cluyen tanto niimeros naturales como fracciones.

Sistemas de representaciéon

En la obra se pueden encontrar representaciones verbales, numéricas y graficas.

* Verbales: Son el principal sistema de representacion en la obra, el autor utiliza las
palabras para explicar la mayoria de conceptos y ejercicios.

* Numéricas: Las representaciones verbales se combinan en muchas ocasiones con
las numéricas. En general en la obra se utilizan nimeros y rayas, y aunque su uso
es amplio los convenios que sigue no son los actuales. Por ejemplo en la Figura
4 se puede observar como explica Miguel Gerénimo de Santa Cruz los ultimos
pasos para realizar una multiplicacion.
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e Graficas: Ademas de las representaciones verbales y numéricas, aparecen distin-
tas representaciones graficas: tabulares, geométricas, esquemas y mixtas. El autor
recurre en varias ocasiones a las tablas para reforzar las explicaciones (figura 5).

Se incluyen graficas geométricas representando poligonos basicos que sirven para ex-

plicar conceptos relacionados con raices cuadradas (figura 6).
Aparece también un esquema para explicar la proporcionalidad, y graficas mixtas en
las que se mezclan ntimeros con lineas, figuras, etc. (figura 7).

Analisis fenomenoldgico

A lo largo de la obra se pueden encontrar nueve tipos de fendémenos o situaciones:
contables, comerciales, de repartos, de medida, geométricos, de cambios monetarios, de
aleaciones, de juegos, y aritméticos (Maz-Machado, Lopez y Sierra, 2013).

Fenomenos contables: Se presentan situaciones en las que se debe determinar una
ganancia o una pérdida economica (figura 8).

Fenomenos comerciales: Se plantean contextos de compra y venta de objetos, ani-
males, etc. (figura 9).

Fenomenos de repartos: Estas situaciones requieren de la distribucion equitativa de
objetos o ganancias, o del uso de la regla de compaiiia para distribuir la rentabilidad de
un deposito o negocio (figura 10).

Fenomenos de medida: Se incluyen aquellos problemas en los que se hallan longitu-
des de objetos o en los que se deba encontrar la equivalencia entre determinadas medi-
das utilizadas en regiones geograficas diferentes (figura 11).

Fenomenos geométricos: El autor recurre a ellos cuando establece relaciones entre
las raices cuadradas y la geometria (figura 12).

Fenomenos de cambios monetarios: Se plantean situaciones de equivalencias entre
monedas de diversas regiones y paises (figura 13).

Fenomenos de aleaciones: El autor presenta ejemplos de aleaciones y ligaduras
entre metales seglin diversas especificaciones dadas (figura 14).

Fenomenos de juegos: Se incluyen problemas referidos a juegos o a matematicas re-
creativas (figura 15).

Fenomenos aritméticos: Se trata de problemas asociados con operaciones matema-
ticas y sin contexto (figura 16).

CONCLUSIONES

La trascendencia e impacto de la aritmética de Miguel Gerénimo de Santa Cruz du-
rante los siglos XVI y XVII, su ultima reimpresion se realizo 200 afios después de la pri-
mera publicacion, han motivado la realizacion de este breve andlisis sobre ella. En dicho
analisis se ha hallado que la obra incluye y desarrolla contenidos similares a los de otras
muchas aritméticas de la época.

Estos contenidos se presentan a través de diversos sistemas de representacion, aun-
que los mas abundantes son el verbal y el numérico. Si se comparan esta obra con su con-
temporanea la Aritmética Prdctica de Juan de Yciar, en esta Gltima se puede encontrar
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una mayor diversidad de figuras ilustrando los ejemplos y problemas, mientras que en el
Dorado Contador solo aparecen figuras geométricas.

Por otro lado, en la obra destaca su caracter fundamentalmente practico, evidenciado
por la gran variedad de ejemplos y situaciones que presenta. Ademas, desde el punto de
vista fenomenoldgico, muestra una gran variedad de situaciones relacionadas en su ma-
yoria con la vida cotidiana. Se manifiesta por tanto, el propdsito de presentar un manual
util para que cualquiera pueda comprender los contenidos basicos de la aritmética y apli-
carlos en su vida diaria.

La continuacion de este trabajo pasara por realizar un analisis mas exhaustivo sobre
los conceptos de esta aritmética, y por la comparacion entre distintas aritméticas de la
época, observando sus similitudes y por supuesto sus diferencias debidas a distintos con-
textos geograficos, culturales, etc., y teniendo en cuenta sobre todo, las influencias que
se produjeron entre los distintos autores.
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Resolucion de problemas de geometria con material
manipulativo o soporte tecnologico

Kaouthar Boukafri y Miquel Ferrer
Universitat Autonoma de Barcelona

Resumen: La resolucion de problemas permite a los estudiantes entender las matema-
ticas como un todo y evitar trabajarlas como bloques de contenidos curriculares sepa-
rados. A su vez, pasar de hacer ejercicios mecanicos a resolver problemas puede ser
confuso para algunos alumnos. En el presente articulo proponemos como complemento
del enunciado verbal del problema el uso de material manipulativo o soporte tecnolo-
gico en la actividad de enseiianza. Con este fin, presentamos dos ejemplos de problemas
de geometria, detallamos la fase de preparacion de los problemas, su implementacion en
clase, y seleccionamos dos alumnos para ilustrar sus resoluciones.

Palabras clave: Resolucion de problemas, material manipulativo; GeoGebra; actividad
de enserianza; secundaria.

Resolution of geometry problems with
manipulatives or technological support

Abstract: Problem solving let students understand mathematics as a whole and avoid
working with them as separate structures of the curricular contents. At the same time, the
transition from working on mechanical tasks to solving problems can be confusing for
many students. As a complement to the wording of the problem, in this article we suggest
the use of manipulatives or technological support during the teaching activity. With this
aim, we show two examples of geometry problems,; we give explicit details on the prep-
aration phase of these problems and their implementation in class, and select two stu-
dents to exemplify their resolutions.

Keywords: Problem solving, manipulatives;, GeoGebra; teaching activity, secondary
school.
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INTRODUCCION

La resolucion de problemas es un elemento relevante del curriculo de matematicas
para la educacion secundaria obligatoria y el bachillerato en Catalunya (Departamento
de Ensefianza, 2007, 2008), ya que actiia como facilitador en el desarrollo de conoci-
mientos y procesos matematicos del alumnado. Por ejemplo, para bachillerato el curri-
culo establece:

“La resolucion de problemas entendida como un estilo de ensefianza y aprendizaje que faci-
lita la construccion de conocimiento matematico a partir de la experimentacion, la busqueda de
regularidades, y la formulacion de resultados conjeturales” (Departamento de Ensefianza, 2008).

En este articulo nos preguntamos como trabajar la resolucion de problemas en el aula
de secundaria para conseguir que los alumnos adquieran un aprendizaje competencial.
Para ello consideramos relevante que los problemas se puedan resolver siguiendo dife-
rentes estrategias, que relacionen conceptos matematicos y que permitan diversos tipos
de representacion.

En concreto, hemos seleccionado dos problemas de geometria para ser resueltos con
un material manipulativo o soporte tecnoldgico. Luego hemos aplicado una sistema-
tica de tres fases centradas en la preparacion de la actividad de ensefianza previa a la
implementacion de los problemas en clase. Finalmente, obtenemos datos de un aula de
secundaria y seleccionamos dos alumnos para mostrar como resuelven los problemas
planteados.

LA RESOLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Muchos autores (véase, por ejemplo, Mason, Burton y Stacey, 1988; Polya, 1981;
Puig, 1996; Schoenfeld, 1985, 1992) presentan distintas consideraciones respecto del
término «problemay en educacion matematica y las introducen desde multiples perspec-
tivas. Polya (1981) considera que “tener un problema significa buscar de manera cons-
ciente una accion apropiada para conseguir un objetivo claramente concebido, pero no
alcanzable de manera inmediata”. Interpretando esta definicion se llega a la considera-
cioén de que un problema debe cumplir tres condiciones: (a) aceptacion: la persona o
grupo deben aceptar la tarea como un reto y establecer un compromiso formal para re-
solverla; (b) blogqueo: los intentos iniciales no dan buen resultado y las técnicas habitua-
les para abordar la tarea no funcionan; y (c¢) exploracion: se indaga en nuevos métodos
para resolver satisfactoriamente la tarea.

Como analiza Schoenfeld (1985), diferenciar un verdadero problema matematico de
un mero ejercicio es una cuestion compleja y depende en gran medida del sujeto a quien
va dirigida la experiencia:

Ser un problema no es una propiedad inherente de una tarea matematica. Mas bien es una
relacion entre el individuo y la tarea lo que hace de esta un problema para aquella persona. La
palabra «problemay se utiliza para designar una tarea que es dificil para el individuo que esta
intentando resolverlo. Asimismo, esta dificultad debe representar un embrollo intelectual mas
alla de un mero célculo. (Schoenfeld, 1985, p. 74)
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A diferencia de lo que sucede cuando se resuelve un ejercicio, el proceso de resolu-
cion de un problema no suele producirse segin unas reglas preestablecidas. El conoci-
miento y el comportamiento matematico de quien resuelve problemas se puede clasificar
en funcion de: los recursos — conjunto de conocimientos matematicos basicos y nece-
sarios para que el resolutor se enfrente al problema —, las heuristicas — técnicas genera-
les de resolucion —, y el control — la forma como cada persona se enfrenta a la resolucion
de problemas, teniendo en cuenta los recursos y las heuristicas que conoce — (Schoen-
feld, 1985). El cumplimiento, o no, de estos componentes por parte del resolutor es lo
que determinaré la dificultad del problema. Asi, por ejemplo, un sujeto puede presentar
unos recursos adecuados y un buen dominio de la heuristica, pero la falta de seguridad
en su sistema de creencias puede no permitir que alcance la solucion del problema. Por
tanto, comprender y analizar estos elementos es importante para entender como se en-
frenta cada resolutor a un problema, pero también para ser capaz de entender las dificul-
tades que se le presentan.

Fases en la resolucion de problemas matematicos

Polya centro6 su programa en la idea de un «resolutor ideal» (Polya, 1981), es decir, un
individuo que cuando resuelve un problema avanza linealmente desde el enunciado hasta
la solucién. El objetivo del modelo de Polya era conseguir que cualquier persona, con la
ayuda de un tutor, aprendiera técnicas de resolucion efectivas y, asi, se pudiera convertir
en un buen resolutor de problemas. Polya consideraba que un alumno aprende por imita-
cién y practica y, por tanto, se debia combinar la orientacion del profesor con el uso per-
sonal de las estrategias heuristicas. Para ello, present6 una serie de indicaciones con el
fin de que el resolutor pudiera afrontar con mayor facilidad el problema y sugiri6 algu-
nas estrategias que favorecian el proceso de resolucion. Ademas plante6 cuatro fases que
intervenian en una buena resolucion de un problema matematico:

1) Comprension del problema: determinar cual es la incognita y cudles son los datos

y las condiciones que hay que satisfacer. Conviene plantearse si datos y condicio-
nes son suficientes para determinar la incognita, o bien son redundantes o contra-
dictorios. En esta fase puede ser util hacer un dibujo y/o simbolizar el problema
de forma adecuada.

2) Concepcion de un plan: encontrar la relacion entre los datos del problema y la in-
cognita, y reformular el enunciado si es necesario. Considerar problemas pareci-
dos, mas simples, que el resolutor ya sabe resolver.

3) Ejecucion del plan: comprobar que cada paso que se sigue en la resolucion es co-
rrecto y, si es necesario, demostrarlo.

4) Vision retrospectiva o revision de la solucion obtenida: verificar la solucion y el
razonamiento utilizado. Pensar si se puede obtener el resultado de alguna manera
diferente y si la misma técnica de resolucion se puede aplicar en otro problema.
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Figura 1: Papel del artefacto en las fases de la sistematica.

Preparacion de una actividad matematica

Inspirandose en las discusiones productivas de Stein y Smith (2011) y conside-
rando elementos de la orquestacion instrumental de Trouche (2004) y Drijvers, Door-
man, Boon, Reed y Gravemeijer (2010), en Morera (2013) se elabord una sistematica
de seis fases para preparar y gestionar discusiones en gran grupo: anticipacion a través
del arbol, configuracion didactica ampliada, modo de explotacion, monitorizacion, se-
leccion de situaciones y secuenciacion de la implementacion diddctica. Todas las fases
permiten la gestion eficiente de una discusion en gran grupo y pueden contribuir a la
creacion de oportunidades de aprendizaje matematico para los estudiantes (véase, por
ejemplo, Boukafri, Ferrer y Planas, 2015; Ferrer, Fortuny y Morera, 2014a; Morera,
2013), ya que se potencia la adquisicion de habilidades matematicas de alta riqueza cog-
nitiva, procedimental y de autorregulacion. A continuacion detallamos las tres primeras
fases de la sistematica, las cuales son propias de la preparacion de la actividad de ense-
flanza antes de ser implementada con estudiantes.

1) Anticipacion a través del arbol: describe la importancia de prever las posibles res-
puestas de los alumnos, hecho que incluye pensar coémo pueden interpretar la re-
solucion de los problemas y tener un amplio estudio de todas las posibles formas
de resolverlos. Para ello se utiliza el «arbol del problemay (Morera, Chico, Badi-
llo y Planas, 2012), el cual se presenta como una herramienta que permite antici-
par las estrategias de resolucion que seguiran los alumnos en el abordaje de los
problemas y sistematizar aspectos que el profesor desea tratar durante la discusion
en gran grupo. Para mas informacion sobre la elaboracion del arbol del problema,
consultar Ferrer, Fortuny y Morera (2014Db).

2) Configuracion didactica ampliada: consiste en decidir con antelacion qué arte-
factos, manipulativos y/o tecnoldgicos, entraran en juego en el aula. La seleccion
de materiales y la utilidad de estos en clase requiere de una minuciosa prepara-
cién y estudio previo.

3) Modo de explotacion: esta fase estd intimamente ligada a la primera, en la que se
ha elaborado el arbol del problema. Trata de decidir las actuaciones del profesor
cuando gestiona la discusion en gran grupo para guiar a los alumnos y, asi, conse-
guir que estos lleguen lo mas lejos posible en la estructura del arbol.
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Finalmente, en relacion con el planteamiento de la actividad matematica y el apren-
dizaje competencial es importante preguntarse si, por ejemplo: ¢la actividad ayuda a
relacionar conocimientos diversos dentro de la matematica o con otras materias curricu-
lares?; o bien, ;la actividad implica el uso de instrumentos diversos como material que
se pueda manipular, herramientas de dibujo, software, calculadora, etc.? Ademas, en re-
lacion con la gestion de la actividad en el aula, podemos reflexionar sobre si avanza en la
representacion de forma que cada vez sea mas precisa y se utiliza progresivamente len-
guaje matematico mas riguroso'.

Los artefactos

En este articulo entendemos que un «artefacto» es toda herramienta que puede facili-
tar la interaccion entre dos participantes de una clase y ayuda a fomentar el desarrollo de
aptitudes, procedimientos y contenidos matematicos (Ferrer, Garcia-Honrado, Fortuny,
2015). De esta forma, los artefactos favorecen el proceso de ensefianza y aprendizaje de
los estudiantes. En concreto, nos centramos en problemas que se pueden trabajar con ar-
tefactos tecnoldgicos (p.¢j., software de geometria dinamica), manipulativos y otros ar-
tefactos (p.ej., lapiz y papel, y pizarra ordinaria).

Coincidimos con el documento de las “Competencias bdsicas del ambito de las ma-
temdaticas” (Departamento de Ensefianza, 2013), en que un uso de materiales manipulati-
vos, ya sea material disefiado especificamente u objetos cercanos, es imprescindible para
introducir ideas nuevas en clase. Aprender diferentes formas de representar aumentara
la flexibilidad de los estudiantes para que se planteen nuevas situaciones y potenciara la
confianza de los alumnos.

“En el camino de lo concreto a lo abstracto hay, como primer paso, la manipulacion; es
decir, la accion sobre los objetos, y conviene que pese a las dificultades que (...) supone para
el maestro o la maestra, no se olvide este aspecto (...) ya que son las acciones las que desenca-
denan el pensamiento, y sobre las que se pueden construir las representaciones (...). El mate-
rial que facilitamos al alumnado tiene un papel fundamental.” (Bini¢s, 2008, p. 15).

En relacion con la sistematica descrita anteriormente, podemos agrupar las fases en
tres momentos (Fig. 1), que nos permiten distinguir el papel que adopta el artefacto en la
aplicacion de la propia sistematica:

ESTUDIO DE DOS PROBLEMAS. LA RESOLUCION Y PREPARACION DE
UN EXPERTO

En esta seccion presentamos una propuesta completa de resolucion y preparacion de
dos problemas de geometria desde la perspectiva de un resolutor experto. Para cada pro-
blema detallamos la implementacion de las fases de anticipacion, configuracion didac-
tica ampliada y modo de explotacion. Ademas, hacemos especial referencia al uso de

1. Para mas informacion consultar: <http://srvenpbs.xtec.cat/creamat/joomla/index.php/suport-curricular/
73-documents-de-suport-curricular/125-indicadors-competencials>
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Figura 2: Distribucion de los vasos formando cajas

artefactos. En concreto, en el primer problema hemos tomado como artefacto un mate-
rial manipulativo y en el segundo problema el artefacto consiste en un software de geo-
metria dinamica, el GeoGebra?.

Problema 1: ;Empaquetando vasos!

Disponemos de 12 vasos. Cada vaso mide 92mm de altura y 74mm de diametro del borde por
donde se bebe.

Queremos construir una caja lo mas economica posible que contenga los 12 vasos.

Ademas queremos que:

La base de la caja sea rectangular.

Los vasos estén mirando hacia arriba en la caja.

Los vasos no estén situados uno dentro de otro.

Con las restricciones anteriores, ;qué hace falta minimizar para construir la caja mas econo-
mica posible? Razona tu respuesta.

(Qué dimensiones tendra la caja? Justifica tu respuesta.

Proponemos un problema de optimizacion de superficies. Durante la fase de antici-
pacion a través del arbol discutimos los principales objetivos, que en nuestro caso son:

2. GeoGebra es un programa de geometria dindmica con codigo abierto y que se encuentra disponible en
linea: <http://www.geogebra.org>
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(1) estudiar qué elementos influyen en la minimizacion de la superficie y qué elementos
son relevantes; (ii) identificar qué dimensiones caracterizan un ortoedro; (iii) relacionar
propiedades en el plano y el espacio; (iv) evitar el calculo excesivo y reflexionar antes;
y (iv) utilizar el material manipulativo para estudiar la viabilidad de las respuestas de los
alumnos y, asi, poder comprobar si sus propuestas son posibles.

En el arbol del problema (véase el Anexo 1), el primer paso es entender las condi-
ciones del enunciado, es decir, ;qué posicion han de cumplir los vasos? Deben estar mi-
rando hacia arriba, no deben estar situados uno dentro del otro y la base de la caja tiene
que ser rectangular. Las opciones que resultan consisten en distribuir los vasos formando
cajas de 1x12, 2x6 y 3x4 vasos (Fig. 2).

Puede darse la posibilidad de que el estudiante solo identifique una de las posibles
cajas que cumplen con las hip6tesis del problema. En tal caso se le pedira una justifica-
cion de por qué considera que es la opcion dptima.

Las estrategias para resolver el problema pueden ser varias, pero en el arbol conside-
ramos las opciones de centrarse en el area de las paredes laterales (véase E2 en el Anexo
I), o en el perimetro de la base (véase E3 en el Anexo I).

Llamamos d al didmetro del vaso y % a su altura. Si nos centramos en el area, tenemos
que la expresion general para calcularla es la siguiente:

A = 2 - (area de la base) + 2 - (area de la pared lateral,) + 2 (area de la pared lateral,)

Asi, obtenemos que el area de cada caja en funciéon de d 'y 4 es:

Tabla 1: Area total de la caja en funcion de la distribucion de los vasos

Caja Area total

1x12 2 - (12d*+ 12dh + dh) = 24d? + 26dh
2x6 2 - (12d?* + 6dh +2dh) = 24d? + 16dh
3x4 2 - (12d? + 4dh + 3dh) = 24d? + 14dh

Dado que en todas las cajas deben caber 12 vasos, tanto la base como la tapa de todas
las posibles cajas van a tener la misma superficie, podemos pues no considerar el valor
del area de la base. Indistintamente, con los resultados de todas las areas queda probado
que la caja con menor area es la 3x4 (véase la Tabla 1).

Otra opcion consiste en centrarse en el perimetro de la base:

Tabla 2: Perimetro de la base en funcion de la distribucion de los vasos

Caja Perimetro de la base
1x12 2 - (d+12d)=26d
2x6 2-(2d+6d)=16d
3x4 2-(3d+4d)=14d

Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 49-65, ISSN: 2340-714X 55



Resolucion de problemas de geometria con material manipulativo o soporte tecnologico
Kaouthar Boukafri y Miquel Ferrer

En la Tabla 2 observamos claramente que la caja con menor perimetro es la 3x4.
Dado que la altura de los vasos es constante, igual para todas las cajas, podemos afirmar
que la caja que necesita menos material es la 3x4.

También es importante calcular las dimensiones que determinan la caja (véase E4 en
el Anexo I). Ademas hay que realizar la conversion de unidades correspondientes, te-
niendo en cuenta que los vasos miden 92mm de alto y 74mm de diametro del borde por
donde se bebe.

Asi, podemos afirmar que dadas las hipotesis del enunciado la caja mas econémica
es la 3x4 vasos, con dimensiones 222mm x 92mm x 296mm (véase E5 en el Anexo I).

Respecto a la configuracion didactica ampliada, en este problema consideramos el
uso de artefactos manipulativos: 12 vasos de plastico, cartulina de diferentes colores,
papel para que los alumnos desarrollen sus propuestas y la pizarra para que la profesora
realice anotaciones para todos ellos. En el desarrollo de toda la actividad, el material ma-
nipulativo debe encontrarse al alcance tanto de la profesora como de los alumnos.

Finalmente, proponemos un modo de explotacion en el que los alumnos trabajen en
pequefios grupos o parejas, pero que anoten sus propuestas de forma individual. Repar-
timos el material entre los diferentes grupos y lo retiramos cuando consideramos que se
convierte en un elemento de distraccion. El problema esta pensado para ser trabajado en
una sesion de clase. La profesora dirige una discusion en gran grupo posterior al trabajo
por parejas para compartir con el resto de alumnos las diferentes propuestas. También
tiene en cuenta las posibles conexiones entre las propuestas usando el material manipu-
lativo como soporte a sus intervenciones. Finalmente, se anima a los estudiantes a revi-
sar sus propuestas, si asi lo consideran, y se les da la posibilidad de modificar, corregir y
anadir todo aquello que consideren oportuno.

Problema 2: ;Puntos medios con una intrigante propiedad!

Dada una circunferencia, consideramos un punto, 4, situado encima de la circunferencia y un
punto B exterior a ella. ;Qué cumplen los puntos medios de A y B cuando desplazamos A4 por
encima de la circunferencia? Argumenta tu respuesta.

En lo relativo a la fase de anticipacion a través del arbol, en primer lugar identifi-
camos los objetivos matematicos del problema y los enunciamos de la siguiente forma:
(1) estudiar la homotecia como un caso particular de semejanza en un problema donde
la transformacion geométrica queda oculta en la soluciodn; (ii) utilizar tridngulos en po-
sicion de Tales y el teorema de Tales para argumentar la solucién matematica de un pro-
blema basado en la homotecia; y (iii) darse cuenta de la importancia de utilizar GeoGebra
para conjeturar la solucion de un problema y poder realizar la argumentacion matema-
tica posterior.

Segun el arbol del problema (véase el Anexo II), lo primero que deberian hacer los
alumnos es conjeturar la solucion (véase E2 en el Anexo II). Para ello, tendrian que re-
presentar la situacion descrita por el enunciado (Fig. 3) y, a continuacion, activar el ras-
tro del punto medio entre 4 y B.
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Figura 4: Conjetura de la soluciéon con GeoGebra
la original (Fig. 4). En caso de que un estudiante no sea capaz de rea-

lizar la construccion, ya sea por un bloqueo en la comprension del enunciado o por des-
conocimiento del funcionamiento del artefacto, el arbol también incluye mensajes de

apoyo para ayudar al alumno a seguir con la resolucion (véase E1 en el Anexo II).

A continuacion, los alumnos deberian preguntarse cuestiones sobre la medida del

radio de la circunferencia solucién y como obtenerla (véase E3 en el Anexo II). En caso
de que estas preguntas no se produzcan, el profesor puede formularlas y, asi, ayudar a los

De esta forma, los alumnos podrian conjeturar que la solucion es una circunferencia
alumnos a que sigan avanzando en la resolucion del problema.

7

mas pequefia que

7,

Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 49-65, ISSN: 2340-714X



Resolucion de problemas de geometria con material manipulativo o soporte tecnologico
Kaouthar Boukafri y Miquel Ferrer

Figura 5: Aplicacion con GeoGebra del teorema de Tales

Por ultimo, los estudiantes deberian argumentar la soluciéon conjeturada. A continua-
cion se detalla una construccion que prueba que la solucion es una circunferencia homo-
tética a la original y con radio la mitad (véase E4 y ES en el Anexo I).

Si construimos los tridngulos OAB y trazamos una paralela a OA que pase por el
punto medio de 4 y B (Fig. 5), observamos que, por el teorema de Tales, esta recta cor-
tara OB por el punto medio, C. Asi, los tridngulos OAB y CPM, 3B se encuentran en po-
sicion de Tales y, como PM, 3 es el punto medio de 4 y B, por el teorema de Tales, C
también lo sera de OB. Entonces, el radio de la circunferencia original, OA, sera el doble
que el de la circunferencia solucion:

BPMA,B ey BA s BPMA,B _ ZBPMA‘B & 0OA _ ZBPMA'B

i
o — = - =2) & PM,5C==0A
PM,;C A0 PM,5C 0A PM,zC  BPM,, (=2)© PMypC =3

Por tanto, queda probado que la solucion de este problema es una circunferencia ho-
motética a la original, con respecto del centro de homotecia B, y de radio la mitad.

Respecto a la configuracion diddactica ampliada, consideramos el uso de dos artefactos
tecnologicos: GeoGebra y proyector para visualizar las soluciones en clase. Se considera
que los alumnos pueden resolver la actividad directamente en un fichero de GeoGebra y
el profesor puede utilizar un proyector para mostrar diversas soluciones durante la clase.

Finalmente, sugerimos un modo de explotacion que presenta un ciclo de trabajo co-
laborativo y comprende dos sesiones de clase. En la primera, los alumnos trabajan por
parejas, con GeoGebra, y resuelven el problema. En la segunda sesion, el profesor di-
rige una discusion en gran grupo que gestiona de acuerdo a su criterio profesional. Para
ello, debe tener en cuenta las soluciones de los alumnos trabajando por parejas y los ele-
mentos descritos en el arbol del problema 2. Luego se pide a los alumnos que reflexio-
nen individualmente sobre la resolucion del problema y que incluyan en su fichero de
GeoGebra todos los elementos que no habian considerado en la resolucion por parejas.

58 Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 49-65, ISSN: 2340-714X



Resolucion de problemas de geometria con material manipulativo o soporte tecnologico
Kaouthar Boukafri y Miquel Ferrer

EXPERIMENTACION EN EL AULA. LAS RESOLUCIONES DE DOS
ALUMNOS

La experimentacion de los dos problemas en el aula se realizé en dos clases ordina-
rias con alumnos de secundaria — 1° de ESO para el primer problema y 3° de ESO para
el segundo problema —. El centro educativo donde se obtuvieron los datos pertenece a
un ambito sociocultural medio-alto y cumple con el desarrollo curricular normativo del
Departamento de Ensefanza de la Generalitat de Catalunya. La profesora que gestiono
las sesiones de clase era la docente habitual de matematicas de los alumnos. En el mo-
mento de la experimentacion, la profesora presentaba ocho afos de experiencia docente
en el mismo centro de educacion secundaria. Para gestionar las clases tuvo a su alcance
los arboles de los dos problemas y los comentarios relativos a las fases de configuracion
didactica ampliada 'y modo de explotacion.

En los dos problemas se sigui6é un ciclo de trabajo que combinaba la resolucion por
parejas, la discusion en gran grupo y la posterior reflexion escrita e individual de los
alumnos. A continuacion detallamos las resoluciones finales de Jorge para el primer pro-
blema y de Andrea para el segundo problema. Ambas respuestas estaban en el mismo
documento o fichero de GeoGebra, y se pidio a los alumnos que escribiesen en dos co-
lores distintos: azul para el trabajo en pareja, y negro o rojo para la reflexion individual.

Jorge y su compaiiero de trabajo consideraron que la caja mas econémica, es decir,
la que requeria menos material, era aquella que presentaba menos area (véase la pri-
mera imagen de la Fig. 6). Para justificar su respuesta, estos alumnos realizaron los cal-
culos detallados en la Tabla 1, tomado d = h =1 (véase E2 en el Anexo I), y obtuvieron
que la caja que tenia menor area era la caja 3 x 4 (véase la segunda imagen de la Fig.
6). Después de la discusion en gran grupo, Jorge recogio en su dossier las propuestas de
sus compafieros (véase la tercera imagen de la Fig. 6). La primera propuesta que detalld
Jorge se correspondia con la estrategia E3 del arbol del primer problema (véase el Anexo
I), la cual consideraba que la mejor caja era aquella que presentaba menor perimetro. En
la segunda propuesta, Jorge considerd que cuantos menos vasos estuviesen en contacto
con el borde de la caja, menos material seria necesario® (figura 6).

En la resolucion individual posterior a la discusion en gran grupo del segundo pro-
blema, Andrea cre6 varios puntos encima de la circunferencia original (véase circunfe-
rencia de centro 4 en la Fig. 7) y, para cada punto, construy¢ el correspondiente punto
medio respecto de C. Asi observé que se creaba la silueta de una circunferencia mas pe-
quefia (véase E3 en el Anexo II). Luego, con el GeoGebra activo el rastrd de los puntos
medios e identifico que la transformacion aplicada era una homotecia que tenia como
centro el punto C. Para calcular la razon de semejanza y justificar la eleccion del centro
empled el teorema de Tales (véase ES en el Anexo II). Por este motivo, dividié la lon-
gitud del segmento PC entre la longitud del segmento FC, obteniendo que la razon era
igual a %2 y el centro de la homotecia se correspondia con el punto V.

3. Durante una entrevista realizada a Jorge, posterior a la resolucion del problema, el alumno nos indico
que no habia considerado la opcion de minimizar el perimetro.
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Notas:

1. Minimizar el area.
2. La caja solucion es la caja 3 x 4 vasos.

3. La mejor caja es la que la tapa tiene menos perimetro. Cuantos menos vasos estén en con-
tacto con el borde mejor.

Figura 6: Fragmento de la resolucion de Jorge para el primer problema
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Circunferencia de e = 34.96 \ ’

7 \
Si creem varis punts per sobre de la circumferéricia amb centre A i fem el punt mig, veurem que es crea la silueta d'una circumferéncia més petita.
També podem activar el rastre d'un dels pup& Hi ha una homotécia, el centre d'homotecia del qual és C.

\

’

La ra6 de semblanca sabem que és ll/Z’peruué si dividim el segment PC entre FC dona 0(\ mig (1/2).

Per descobrir el centre de la circumfgréncia utilitzem Tales (centre cercle petit=V)
’

\

(Jo ho he fet amb les media(riU)r’els punt TU i ST per ser més exactes amb l'ordinador). v

1

Notas:

1. Si creamos varios puntos por encima de la circunferencia con centro A [izquierda] y ha-
cemos el punto medio, vemos que se crea la silueta de una circunferencia mas pequeiia.
También podemos activar el rastro de uno de los puntos. Hay una homotecia, el centro de
homotecia del cual es el punto C.

2. Larazon de semejanza sabemos que es Y2, porque si dividimos el segmento PC entre FC
obtenemos 2. Para descubrir el centro de la circunferencia utilizamos Tales (centro del
circulo mas pequefio = V).

Figura 7: Resolucion final de Andrea para el segundo problema.

CONSIDERACIONES FINALES

El objetivo principal de este articulo era estudiar como la resolucion de problemas en
el aula de secundaria favorecia que los alumnos adquiriesen un aprendizaje competen-
cial. Para ello, hemos mostrado que una buena seleccion de problemas competenciales
permite que emerjan diferentes estrategias de resolucion, procesos y conceptos mate-
maticos en el aula. Ademas, anticipar la actividad matematica en clase favorece que el
profesor pueda aproximarse a los procesos de resolucion de los estudiantes y realizar co-
nexiones entre ellos.

En relacion con las cuatro fases propuestas por Polya, el profesor puede ofrecer ayu-
das en funcion del estadio en el que se encuentra la resolucion del alumno, evitando
asi explicar directamente la solucion del problema. Por ejemplo, es diferente el tipo de
ayuda que el profesor puede ofrecer a un alumno que no entiende las condiciones del
enunciado del problema, o bien la ayuda que debe proporcionar a un estudiante que no
recuerda la formula del perimetro de un circulo. En este punto el artefacto facilita que
el profesor identifique la interpretacion del enunciado del problema que realiza cada
alumno y los procesos que siguen en su resolucion.
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La preparacion de los problemas que se realizé antes de la implementacion en el aula
tuvo repercusion en las resoluciones finales de los alumnos. Tanto Jorge como Andrea
fueron capaces de resolver satisfactoriamente los problemas. Los alumnos iniciaron la re-
solucion manipulando el artefacto, hecho que les condujo a abordar el problema centran-
dose en una estrategia concreta. No obstante, en la discusion en gran grupo se favoreciod
que los alumnos compartiesen diferentes estrategias, las cuales dependian de multiples
factores. Algunos ejemplos son el tipo de manipulacion del artefacto, la gestion de la
clase que realizo la profesora o los conocimientos previos de los alumnos. Por tanto, la
discusion en grupo se postuld como un elemento clave para favorecer el aprendizaje com-
petencial, ya que los alumnos se centraron habitualmente en la ejemplificacion de cal-
culos aritméticos y omitieron, en sus protocolos escritos, la redaccion argumentada del
proceso de resolucion que habian seguido. Aun asi, la reflexion individual posterior a la
discusion en gran grupo resultd importante para que Jorge y Andrea incorporasen en sus
protocolos escritos nuevas estrategias que no habian considerado trabajando por parejas.

Finalmente, en futuros trabajos sera interesante continuar estudiando este tema para
determinar hasta qué punto la manipulacion es capaz de fomentar las habilidades mate-
maticas de los alumnos en la resolucion de problemas matematicos.
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Anexo I: Arbol del problema 1.
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Anexo II: Arbol del problema 2.
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Propuestas de Innovacion para la ensefianza
de los numeros primos

Maria José Pefia Carrilero y Maria José Madrid
Universidad de Cordoba

Resumen: Las dificultades que presentan muchos alumnos durante la etapa de la educa-
cion secundaria obligatoria en su aprendizaje de contenidos matemadticos han llevado a
la aparicion durante los ultimos arios de un amplio grupo de recursos y actividades que
buscan facilitar la comprension de ideas y contenidos matematicos asi como de las co-
nexiones entre ellos. Desde este contexto, este trabajo propone una serie de actividades
innovadoras para el trabajo con los numeros primos que desarrolladas en el aula junto
con las actividades habituales pueden favorecer tanto la comprension de los contenidos
de la unidad como el desarrollo de las competencias basicas por parte de los alumnos.
Palabras Clave: Educacion matemdtica, numeros primos, innovacion, competencias.

Innovative ideas for the teaching of prime numbers

Abstract: The difficulties that many students present during their stage of secondary
education in their process of learning mathematical contents have led to the realiza-
tion during the last years of a large group of resources and activities aimed at facili-
tating the understanding of mathematical ideas and content as well as the connections
between them. From this context, this paper suggests a series of innovative activities to
work with prime numbers that if are developed in the classroom along with the usual ac-
tivities can contribute to both help understanding the contents of the unit and develop
basic skills by students.

Keywords: Mathematics education, prime numbers, innovation, skills.

INTRODUCCION

El Real Decreto 1631/2006, de 29 de diciembre, por el que se establecen las ense-
flanzas minimas correspondientes a la Educacion Secundaria Obligatoria incluye en el
primer curso de esta y mas especificamente en su bloque de nimeros como contenido
minimo la divisibilidad de nimeros naturales y el desarrollo de dicho contenido implica
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el trabajo con los niimeros primos. La importancia del completo y correcto aprendizaje
de estos contenidos es clave tanto por su necesidad en los futuros cursos de matemati-
cas como por su aplicacion en diversas areas. Sin embargo en numerosas ocasiones los
alumnos presentan grandes dificultades y cometen niimeros errores al trabajar con ellos.

A su vez, el decreto 231/2007, de 31 de julio, por el que se establece la ordenacion y
las ensefianzas correspondientes a la educacion secundaria obligatoria en Andalucia in-
dica que “con la intencidon de favorecer el desarrollo de las capacidades del alumnado,
se integraran de forma horizontal en todas las materias las competencias basicas” (p.15).

Considerando las competencias basicas de la educacion secundaria obligatoria como
el: “conjunto de destrezas, conocimientos y actitudes adecuadas al contexto que todo el
alumnado que cursa esta etapa educativa debe alcanzar para su realizacion y desarrollo
personal, asi como para la ciudadania activa, la integracion social y el empleo” (p.17).

El curriculo de la educacion secundaria obligatoria debera incluir al menos las si-
guientes competencias basicas: Competencia en comunicacion lingiiistica, competencia
matematica, competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico, trata-
miento de la informacion y competencia digital, competencia social y ciudadana, compe-
tencia cultural y artistica, competencia para aprender a aprender y autonomia e iniciativa
personal.

La ensefianza en las aulas debe tener por tanto la doble funcion de buscar que los
alumnos realicen aprendizajes significativos de los contenidos y a su vez desarrollen
competencias basicas tanto de caracter personal como social. Con este fin durante los 1l-
timos afios se ha concedido una gran relevancia a lar realizacion de experiencias de inno-
vacion en el aula, de hecho en el decreto 231/2007, de 31 de julio, por el que se establece
la ordenacién y las ensefianzas correspondientes a la educacion secundaria obligatoria
en Andalucia se manifiesta que “la Consejeria competente en materia de educacion im-
pulsard la investigacion, la experimentacion y la innovacion educativas, incentivando la
creacion de equipos de profesores y profesoras, asi como la colaboracion con las Univer-
sidades andaluzas™ (p.23).

Sin embargo no todas las experiencias docentes son innovadoras, para caracterizar
una innovacion esta debe suponer una mejora en los resultados obtenidos tanto por pro-
fesores como por alumnos, empleando el mismo esfuerzo que antes de la innovacién o
al menos se deben obtener los mismos resultados en el proceso de ensefianza aprendi-
zaje pero disminuyendo el esfuerzo necesitado (de Haro,2009). En definitiva no importa
lo novedosa, diferente o motivadora que sea la experiencia si al ser llevada a cabo en el
aula esta no mejora el aprendizaje significativo por parte de los alumnos o al menos per-
mite obtener el mismo resultado de aprendizaje con menos esfuerzo.

Innovar tampoco implica hacer algo nuevo en un sentido absoluto, basta con que lo
sea para el que lo ponga en practica y suponga una mejora significativa en su actividad
docente. De nuevo, no es necesario para innovar disponer de grandes presupuestos, ni
conocer los ltimos recursos tecnoldgicos, lo importante es seleccionar y utilizar las he-
rramientas, técnicas o recursos nuevos que puedan ser practicos para el aula y desechar
aquellos que no lo son (de Haro, 2009.)

Siguiendo con esta idea de innovacion, en este articulo se presenta una propuesta para
trabajar las matematicas en el aula poniendo énfasis tanto en el desarrollo de las diferen-
tes competencias por parte del alumnado durante esta etapa educativa como en favorecer

68 Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 67-74, ISSN: 2340-714X



Propuestas de Innovacion para la enseinianza de los nimeros primos
Maria José Pefia Carrilero y Maria Jos¢ Madrid

su proceso de aprendizaje de los nimeros primos y su capacidad para realizar conexiones
entre este y otros temas. Con este objetivo se proponen varios recursos que se han agru-
pado en tres grandes ambitos en los que junto con la competencia matematica, presente
en todas las actividades que se realicen en la materia de matematicas, se pondra énfasis
en el desarrollo de alguna de las otras competencias.

El primer ambito se refiere a recursos de expresion y comunicacion, las competencias
que se trabajaran a través de ellos son:

* Competencia en comunicacion lingiiistica

e Competencia cultural y artistica

* Competencia en el tratamiento de la informacion y competencia digital.

El segundo dmbito se refiere a recursos de relacion e interaccion, las competencias
que se trabajaran a través de ellos son:

* Competencia en el conocimiento y la interaccién con el mundo fisico

e Competencia social y ciudadana.

Finalmente el tercer y ultimo ambito se refiere a recursos de desarrollo personal, en
este caso las competencias sobre las que se pondra énfasis son:

e Competencia para aprender a aprender

* Competencia en la iniciativa personal y espiritu emprendedor

RECURSOS DE EXPRESION Y COMUNICACION

Se plantean cuatro actividades relacionadas
con los niimeros primos y en las que junto con la

competencia matematica se pondra especial én- LA SOLEDAD DE
fasis en desarrollar alguna de las competencias LOYS M LBMERDS
previamente mencionadas. Fl'llﬂr"l]ﬂlfrlf
e
YRS
Brainstorming ] i

Los numeros primos se trabajan con los
alumnos de 1°ESO y los docentes suelen esco-
ger este unidad entre las primeras a desarrollar
al principio de curso. Se trata por tanto de alum-
nos que, en su mayoria, se encuentran en el pro-
ceso de transicion de la Educacion Primaria a la
Educacion Secundaria y sera favorable fomen-
tar su participacion en la clase procurando que
se sientan cémodos y adaptados al nuevo con-
texto. Con este fin, se desarrollard una lluvia de -
ideas (brainstorming) con los principales con- Auuriran
ceptos a tratar en el tema y buscando recordar
los contenidos previos que ya deben conocer de

Figura 1. Portada del libro
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la Educacion Primaria y que facilitaran el aprendizaje de los nuevos contenidos. Se po-
tenciard que el mayor numero de alumnos posibles participen, expresando con sus pro-
pias palabras sus ideas matematicas y a su vez se anotaran en la pizarra las ideas que
vayan surgiendo. Se fomentara por tanto la competencia en comunicacion lingiiistica.

Idiomas y procedencia lingiiistica

En muchas ocasiones conocer mas sobre el significado de una palabra permite com-
prender mejor su significado, en este caso se comenzara a trabajar con la frase en ita-
liano: “Il due ¢ il primo numero primo”.

Se planteara a los alumnos que creen que significa, para después traducirla y cen-
trarse e centrarse en el origen de la expresion lingiiistica “nimero primo”.

Esta procede del latin primus (cuyo significado es primero) por que estos nimeros
son los “primeros” a partir de los cuales se obtienen todos los demés por medio de la
multiplicacion.

Se tratara en definitiva de una actividad con carécter interdisciplinar en la que se
podra ver la conexion de las matematicas con materias que los alumnos consideran muy
alejadas como lengua e idiomas, y en la que se fomentaran tanto las competencias en co-
municacion lingiiistica como la competencia cultural y artistica.

Recursos literarios: La soledad de los nimeros primos

Se realizara la lectura del libro La soledad de los numeros primos escrito por el fi-
sico tedrico Paolo Giordano y publicado por primera vez en italiano en 2008. Se leeran
partes del libro relativas con la temética en clase, se debatira sobre ¢l, fomentando por
tanto las competencias en comunicacion lingiiistica y la competencia cultural y artistica.

TIC, investigacion y autoconocimiento

La actividad consistira en una busqueda y seleccion, ya sea en paginas de internet, en
videos, revistas, libros o cualquier otro fuente, de datos histéricos y curiosidades sobre
los nimeros primos (por ejemplo que el nimero primo mas grande que se conoce tiene
17425170 digitos), el concepto de divisibilidad o algunas de las otras cuestiones que se
hayan explicado en clase. Los resultados seleccionados se comentaran posteriormente
en clase, indicando la fuente de donde se ha obtenido la informacion. En el caso de que
no se disponga en el centro de de medios tecnoldgicos o de otro tipo para realizar la bus-
queda sera el profesor el que realice la exposicion de datos y curiosidades y los alumnos
deberan realizar un comentario u opinidon sobre lo que mas ha llamado su atencion. En
esta actividad se desarrollaran las competencias en comunicacion lingliistica y la digital
y tratamiento de la informacion.
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RECURSOS DE RELACION E INTERACCION

Se plantean dos actividades relacionadas con los nimeros primos y en las que junto
con la competencia matematica se pondra especial énfasis en desarrollar alguna de las
competencias previamente mencionadas.

Recursos multimedia. La importancia de los niimeros primos y sus aplicaciones en
la vida real

En este caso seran la competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fi-
sico y la competencia digital y tratamiento de la informacion las principales a desarrollar.

Video: Los niumeros primos y la criptografia informadtica

Se reproducira el siguiente video de 3 minutos de duracion:

https://www.youtube.com/watch?v=13FDISVAdAQ

A continuacion se hablara sobre el mismo, destacando los siguientes hechos sobre la

seguridad informatica:

* Una de las aplicaciones mds habituales de los numeros primos es su uso para la
seguridad en Internet.

* Eslo que se denomina criptografia de clave publica (también llamada asimétrica).

e Dos nimeros primos son combinados para generar un sistema de clave publica
y privada que permite intercambiar mensajes con seguridad a través de Internet.

e Un conocido algoritmo de encriptacion de claves es AES (Advanced Encryption
Standard).

Después serdn los alumnos los que podran realizar las preguntas o comentarios que
les hayan surgido.

Recursos historicos

En la primera clase de la unidad didéctica se incluird una seccion titulada “Un apice
de Historia”, donde se ensefien de manera breve y concisa aspectos historicos relaciona-
dos con la unidad. Algunas propuestas para trabajar con la historia de las matematicas y
los nimeros primos son las siguientes:

Gauss y los niimeros primos

El aleman Karl-Friedrich Gauss naci6 en 1777 y muri6 en 1855 y es considerado el
principe de las matematicas. Gauss fue un nifio prodigio, que desde muy temprana edad
destaco por sus habilidades matematicas. Entre sus muchos trabajos y contribuciones en
el campo de las ciencias, destacaremos aquellos relacionados con los nlimeros primos
(Collette, 1985)
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e Durante su etapa en el colegio, formul6 la hipdtesis del Teorema de los numeros
primos, que describe como estan distribuidos los nimeros primos en el conjunto
de los nimeros naturales. En otras palabras, formalizé el hecho de que el nimero
de numeros primos disminuya cuando nos desplazamos a nimeros mayores, ra-
zonable pues para que un nimero sea primo no debe ser divisible por ningin ni-
mero menor salvo 1.

e Alos 24 afos en su obra Disquisitiones aritmeticae, demostro el Teorema funda-
mental de la aritmética: Todo niimero natural se puede representar como el producto
de numeros primos de una y s6lo una manera. Por ejemplo 12=22*3 o 125= 53

Corrigiendo el Calendario

"En la Navidad de 1582, Gregorio XIII atendia distante a un jesuita que estaba visible-
mente alterado.

—Ruego a Su Santidad —interpel6 el jesuita, Christopher Clavius— me conceda la autoriza-
cion para justificar el cambio de calendario. jLas criticas han llegado al extremo de acusarnos
de robarle 10 dias al calendario!

Gregorio XIII levanto la cabeza y respondio:

—Eso no es mas que un ataque de herejes e ignorantes. La Comision de Sabios determino
que nuestros calculos de la duracion del afno eran erréneos y que nuestro calendario estaba
atrasado en 10 dias.

El Papa continu6:

—Al4 de octubre de 1582 le sigui6 el 15 de octubre, pero no robamos 10 dias al calendario
sino que recuperamos lo que el calendario anterior tomo6 sin corresponderle.

De haber seguido asi, habriamos terminado por celebrar la Navidad en verano".

Extraido de Matematicas 1ESO Avanza. Editorial Santillana pagina 24.

RECURSOS DE DESARROLLO PERSONAL.

Gamificacion: El juego en el aula de matematicas

Siguiendo con la propuesta de innovacion en el estudio de los ntimeros primos, se ha

querido resaltar a De Guzman (1984) que afirmo: “El juego bien escogido y bien explo-
tado puede ser un elemento auxiliar de gran eficacia para lograr algunos de los objetivos
de nuestra ensefianza.” Por eso a lo largo de esta actividad se plantearan una serie de ac-
tividades consistentes en distintos juegos, la mayoria de ellos interactivos, relacionados
con los contenidos de la unidad y que favorecen ademas del desarrollo de la competencia
matematica y la competencia digital otras como la competencia para aprender a aprender
o la competencia en la iniciativa personal y espiritu emprendedor.

72

e Juego interactivo para aplicar los criterios de divisibilidad: Number Cop
http://hotmath.com/hotmath_help/games/numbercop/numbercop hotmath.swf

* Juego interactivo para identificar nimeros primos: Derriba a los primos
http://www.ematematicas.net/destructor.php
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e Juego interactivo para ayudar a asimilar los conceptos relacionados con los nu-
meros primos (factores, multiplos, divisores): Verdadero o falso
http://escritorioalumnos.educ.ar/datos/recursos/juegos/juego-vof/intro.html

* Juego con hojas de dibujo para identificar los nimeros primos del 1 al 100 con
facilidad: Juego de ntimeros primos
http://neoparaiso.com/imprimir/juegos-de-numeros-primos.html

e Juego deportivo: Se realizaran una serie dorsales que llevaran pintados numeros
primos y compuestos. Cada alumno tomara un dorsal (con su correspondiente nii-
mero) y debera encontrar a sus divisores. El profesor tendra asignado el dorsal
nimero 1. Una vez haya finalizado el juego de localizar a los divisores se comen-
taran los resultados en clase.

CONCLUSIONES

El trabajo en el aula con los nimeros primos suele realizarse a través de ejercicios y
problemas rutinarios que impiden en muchas ocasiones que el alumno alcance un apren-
dizaje significativo y sea capaz de conectar estos contenidos matematicos con otros
temas. A lo largo de este trabajo se presentan una serie de actividades que combinadas en
el aula con las actividades habituales, favoreceran tanto el aprendizaje de los contenidos
como el desarrollo de las competencias basicas en los alumnos.

Aunque estas actividades representan una pequefia parte dentro del inmenso niimero
de recursos que pueden encontrarse y utilizarse para trabajar estos contenidos, si supo-
nen una propuesta de actuacion en el aula con un cardcter innovador que se puede utili-
zar para otros muchos contenidos adaptandose a las especificidades de cada uno de ellos.
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Resolucion de operaciones matriciales con papel

Josué Francisco Gracia Rodriguez
Alumno de Master de la Universidad de Cordoba

Resumen: A4 lo largo de los afios se han utilizado toda clase de métodos tradicionales
para que los alumnos de los diferentes centros comprendan las propiedades de las ma-
trices y su utilidad. En este articulo se ofrece un método alternativo e innovador con
la que enfocar el cdlculo de los determinantes de una matriz y el calculo de la matriz
traspuesta.

Palabras Clave: : Innovacion docente, Matrices, didactica de la matematica

Resolution of matrix operations with paper

Abstract: Over the years we have used all kinds of traditional methods for students from
different schools understand the matrix properties and its usefulness. In this article we
give an alternative and innovative method with which to approach the calculation of the
determinants of a matrix and the calculation of its transposed.

Keywords: Teaching innovation, Matrix, mathematics education,

MARCO TEORICO

Basandome en el articulo Aistoria del dlgebra.

El origen de las matrices surge antes de cristo, estudiandose tanto los cuadrados la-
tinos como los cuadrados magicos. El primer cuadrado magico que se registra, 3 por 3,
fue en la literatura sobre el 650 a. C.

Su principal uso a lo largo de la historia se debe a la resolucion de ecuaciones linea-
les. Un importante texto matematico chino que proviene del afio 300 a. C. a 200 a. C.,
Nueve capitulos sobre el Arte de las matematicas (Jiu Zhang Suan Shu), es el primer
ejemplo conocido de uso del método de matrices para resolver un sistema de ecuaciones
simultaneas. El concepto de determinante aparecid por primera vez, dos mil afios antes
de que el matematico japonés Seki Kowa en 1683 y el matematico aleman Gottfried Lei-
bniz en 1693 lo publicaran.

Por otro lado, los cuadrados mdgicos se estima que eran conocidos por matemati-
cos arabes desde comienzos del siglo VII, quienes a su vez pudieron tomarlos de los
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matematicos y astronomos de la India. Esto nos hace pensar que la idea provino de
China. Los primeros cuadrados mdagicos de orden 5y 6 se registraron en Bagdad en el
983, en la Enciclopedia de la Hermandad de Pureza (Rasawil Thkwan al-Safa).

Mas tarde, a finales del siglo XVII, Seki Kowa y Leibniz desarrollarian la teoria
de los determinantes para facilitar la resolucion de ecuaciones lineales, Cramer, por su
parte, presentd en 1750 la ahora denominada regla de Cramer (teorema del algebra li-
neal que da la solucidon de un sistema lineal de ecuaciones en términos de determinantes).

En 1848/1850, James Joseph Sylvester utiliz6 por primera vez el término matriz. En
1857, Cayley introdujo la notacion matricial, como forma abreviada de escribir un sis-
tema de m ecuaciones lineales con n incognitas.

En 1925, Werner Heisenberg redescubre el calculo matricial fundando una primera
formulacién de lo que iba a pasar a ser la mecanica cudntica por lo que se le denomina-
ria el padre de la mecanica cuantica. Olga Taussky-Todd (1906-1995), durante la IT Gue-
rra Mundial, usé la teoria de matrices para investigar el fenomeno de aeroelasticidad
llamado fluttering.

Resumiendo, Cayley, Hamilton, Hermann Grassmann, Frobenius, Olga Taussky-
Todd y John von Neumann son algunos de los matematicos que trabajaron sobre la teo-
ria de las matrices.

Pero con toda esta historia, ;Qué dice el curriculum espafiol a cerca de las matrices?

El Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo
basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, publicada en el BOE
nimero 3 del 3 de Enero del 2015, establece en la pagina 388 y 421 de dicho boletin que
tanto las matematicas para ciencias sociales como para las de ciencias tendran como es-
tudio las matrices en el bloque de algebra para el curso de 2° de bachiller.

En cuando a innovacion se refiere: el BOJA en la Resolucion de 12 de enero de 2015,
de la Direccion General de Innovacion Educativa y Formacion del Profesorado, por la
que se regulan las medidas de aprobacion y acreditacion de proyectos de investigacion
e innovacion y desarrollo curricular, y de elaboracion de materiales curriculares y recur-
sos didacticos.

Los criterios de evaluacion por tanto se definen como:

e Interés educativo del proyecto atendiendo a la mejora de los rendimientos escola-

res del alumnado y al cardcter integrador.

Proponer la introduccion de cambios innovadores en la practica docente o en la vida
del centro para la mejora de los resultados y de los procesos educativos del centro, ya
sean de tipo curricular, organizativo o funcion.

Propuesta

Las matrices son utilizadas sin darnos cuenta a lo largo de nuestra vida en infinidad de
cosas, por ejemplo, las personas que tienen una empresa con varias sedes y en cada una
de ellas se venden varios productos. Este ejemplo es el mds caracteristico ya que cada
tienda podria responder a una fila y cada columna al precio de los diferentes productos
que se ofertan en dicha tienda. Por tanto, daria lugar a un sistema de ecuaciones lineales,
donde para su resolucion necesitariamos los determinantes.
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Basandonos en la teoria de los determinantes:
* Dada una matriz cuadrada de orden 3, se llama determinante de A y se representa
con |A| al numero:

ap dp dag
A= dy  dxp  d4x

asy dszx  dsz

— ., % * * * * * % _ * % *
|A| =ap*an*antan®antaytFas*aytan—(as*an*aytan*ay
*aytan *an*as

Tradicionalmente, esta explicacion
y su respectiva ecuacion se obtenian
tras realizar una serie de lineas sobre
la matriz que en muchas ocasiones difi-
culta su comprension. La propuesta que
se propone para abordar este problema
desde un punto de vista mas innovador
es la siguiente:

Representaremos la matriz a averi-
guar el determinante en un folio, seria
conveniente que dicha representacion
abarcara todo el folio o papel utilizado
para ello. A continuacion, plegare-
mos dicho folio formando un cilin-
dro. Por tanto, la columna final o n
estara precedida por la columna ini-
cial o 1. Una vez acabado solo tendremos
que usar diagonales completas, entendiendo
este término con que no existirdn saltos
entre columnas, para obtener la misma for-
mula que la anteriormente comentada. La
figural nos muestra la matriz de prueba,
mientras que la figura 2 mostraria el resul-
tado obtenido al construir el cilindro con
papel.

La segunda propuesta que se plantea es
para el calcular la matriz traspuesta. An-
tiguamente la trasposicion se usaba como
medio de criptografia para enviar men-
sajes. Este método fue utilizado por los
éforos espartanos, denominado Escitala,
y se basaba en la trasposicion de dichos
mensajes. Figura 2.

Figura 1.
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En el caso de las matrices, la traspo-
sicion que se utiliza es de 90°, para ha-
cerlo mas visual y conseguir una mayor
comprension de dicho proceso se pro-
pone como medio de innovacion la uti-
lizacion de un papel de cebolla donde
representamos la matriz o en su defecto
un folio donde ambas caras poseeran la
misma matriz de tal forma que por una
cara tendremos la matriz y por la otra
cara tendremos dicha matriz vista desde
un espejo. La figura 3 muestra la matriz
vista desde la cara contraria.

Tras tener representada dicha ma-

Figura 3. triz bastara con realizar un giro al ma-

terial utilizado para la representacion

(folio, papel de ajo, etc), dicho giro sera

de 180° sobre la diagonal principal pa-

sando de ver la cara 4 a la cara B de dicho material. La ilustracion siguiente muestra el re-
sultado obtenido al girar la matriz principal (Figura 1) como se comentaba.

Este método servira para cualquier tipo de matriz (cualquier dimension) y ayudara a
evitar posibles fallos en la transicion de los datos. Por ejemplo, si tenemos una matriz de
3x6 podemos cometer el error que un elemento de la matriz se coloque en una posicion
contraria a la que deberia, pero con este método no ocurrira nunca.

CONCLUSION

Con estos 2 métodos que se presentan se ofrece una version nueva e innovadora a
un proceso en ocasiones bastante lioso para los alumnos. Con el primer método conse-
guimos disminuir el numero de lineas para hallar el determinante, hacer el proceso del
calculo mas sencillo y mas intuitivo, ademas de ayudar a los alumnos a calcular dicho
determinante de una forma mas rapida y agil que de la forma tradicional.

Con el segundo método que se propone, también se consigue una mayor velocidad en
el calculo de la matriz traspuesta y para los alumnos supondra una perspectiva adicional
que les ayude en su comprension. Ademas, evitara errores cuando la matriz sea de ma-
yores dimensiones a 3x3.
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Alumnos de nuevo ingreso en ingenieria: un analisis
de competencias matematicas basicas

Angel F. Tenorio Villalén, Ana M. Martin Caraballo
y Sergio Bermudo Navarrete
Universidad Pablo de Olavide, Sevilla.

RESUMEN: En este trabajo se realiza un estudio estadistico descriptivo de los resulta-
dos que el alumnado en el Grado de Ingenieria Informatica de la Universidad Pablo de
Olavide obtuvieron al resolver las cuestiones que les fueron planteadas en un aprueba
inicial, al comienzo del curso académico, donde se planteaban cuestiones para obtener
informacion sobre el nivel de competencias matematicas basicas a nivel de Secundaria
que tales alumnos tenian.

Ademas, a mediados del curso, al comienzo del segundo cuatrimestre se realizo una
nueva prueba de control para ver la evolucion del alumnado en cuestion después de
haber cursado un semestre de Algebra o Calculo.

Palabras claves: Prueba de nivel, competencias matematicas bdsicas, alumnos Ingenie-
ria Informatica.

Undergraduates students in ingeneering:
an analysis of the basic mathematics skills

ABSTRACT: In this work we present a descriptive statistical analysis of the results that
undergraduate student at the Informatics Engineering Degree at Pablo de Olavide Uni-
versity obtained when the solved the questions proposed in an initial exam at the begin-
ning of the academic year, where some basic questions in mathematics were asked to the
students in order to obtain some information about their basic mathematic skills level
that they had got in the high school.

As well as, in the middle of the school year, in the beginning of the second term a new
control test was conducted in order to see the evolution of our students after finishing the
first term of some subjects as Algebra or Calculus.

Keywords: level test, basic mathematic skills, undergraduates at Informatics
Engineering.
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INTRODUCCION

El alumnado universitario de nuevo ingreso esta presentando serias dificultades en
las titulaciones cientifico-técnicas a la hora de afrontar las asignaturas de contenido ma-
tematico. En ese sentido, se plantea la posibilidad de si el alumnado accede a esas titu-
laciones con las competencias matematicas basicas que deberia de haber alcanzado al
finalizar sus estudios de Educacion Secundaria. En ese sentido, el profesorado de Mate-
maticas del Grado en Ingenieria Informatica en Sistemas de Informacion de la Universi-
dad Pablo de Olavide hemos venido sufriendo esta problematica que se va acrecentando
cada curso y hemos procedido a analizar el nivel de la problematica detectada por medio
de una prueba de nivelacion que permitiera determinar cudles eran las competencias ma-
tematicas basicas que no se tenian adquiridas al comienzo de sus estudios universitarios.

Hay que tener en cuenta que el paradigma en la docencia universitaria ha cambiado
en los ultimos tiempos. Concretamente, el énfasis de la actividad docente ha pasado a la
evaluacion del alumnado, convirtiéndose en una de las principales cuestiones discutidas y
trabajadas en multiples experiencias docentes, que buscan la innovacion no solo en la eva-
luacion del alumnado sino también en la metodologia docente utilizada por los docentes.
Debe tenerse en cuenta que la evaluacion por competencias que debe realizarse en los gra-
dos conlleva la implantacién de metodologias innovadoras con el consiguiente replantea-
miento del modelo docente para impartir la docencia y preparar materiales adaptados a este
nuevo paradigma. En relacion a experiencias previas sobre experiencias innovadoras en
ingenieria para evaluar a nuestro alumnado por medio de la adquisicion de competencias
puede consultarse Martin, Huertas y Dominguez (2007) asi ocmo a Tenorio y Oliver (2012).

Pero para poder asegurar la correcta adquisicion de competencias en las asignatu-
ras de Matematicas en los primeros cursos universitarios, hemos de tener en cuenta que
existe una cierta desconexion entre las competencias y conocimientos que deberia tener
un estudiante al finalizar la Educacioén Secundaria y los prerrequisitos para afrontar con
éxito la evaluacion en el primer curso universitario. Parte de este problema se debe al
planteamiento del Bachillerato, centrado en que el alumnado supere la Prueba de Acceso
a la Universidad y no en asimilar las nociones, procedimientos practicos y razonamiento
logico que se deberian de adquirir al trabajar problemas matematicos. En resumen, el
alumnado llega al primer curso universitario solo sabiendo repetir ejercicios y no adap-
tando y aplicando sus conocimientos (i.e. usando competentemente sus conocimientos),
que sera el paradigma que tendra que afrontar en universidad para superar las asignaturas.

DESCRIPCION DE LA PRUEBA

El estudio se llevo a cabo pasando una prueba de nivel en el primer dia de clase de
las asignaturas de Célculo y Algebra (primer semestre) y se hizo una prueba similar (mi-
diendo los mismos pardmetros al comienzo del segundo semestre en la asignatura Méto-
dos Matematicos para la Ingenieria (MMI en adelante) para comprobar si se observaba
alguna mejora en los resultados tras haber cursado un semestre con asignaturas de con-
tenidos matematicos en la universidad.

Estas pruebas, entre otros, tenia dos objetivos fundamentales: primero, conocer las
carencias matematicas de base que presentaba el alumnado de nuevo ingreso matriculado
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en las asignaturas; y segundo, hacerles conocedores de sus carencias para poder actuar
sobre las mismas. El objetivo de la segunda prueba era el de actuar como control de la
realizada al principio de curso y permitia hacer una comparativa en el alumnado que
habia realizado ambas pruebas.

Las cuestiones incluidas en la prueba de nivel que se les pasé durante el primer se-
mestre pueden observarse en la Tabla 1, mientras que las preguntas incluidas en la prueba
de control al comienzo del segundo semestre se recogen en la Tabla 2.

Tabla 1. Prueba de nivel sobre conocimientos basicos realizada en el primer semestre.

1. Realiza la siguiente operacion simplifi- 5. Resuelve la ecuacion 4x? - 1 = 0.
cando todo lo posible:
2,3 7_
3 5 10
2. Simplificar la siguiente fraccion: 6. Resuelve la ecuacion 2x? - 8x + 6 = 0.
25
9 _
20
27
3. Simplifica la siguiente fraccion: 7. Representa graficamente la funcion
12 _123 f(x)=6-2x.
12°
4. Resuelve la ecuacion . 8. Deriva la funcion
3x 5 SAx)=3x2-5x+3.
—+—=0.
5 4

La pregunta octava se modificé en las dos pruebas ya que hacia referencia a alguna
cuestion concreta en relacion a conocimientos que debian saber a la hora de afrontar el
semestre en cuestion. En el caso del primer semestre, se optd por pedir el célculo de la
derivada de una funcion polindomica para saber cuantos de los alumnos y alumnas ma-
triculados conocian el concepto y si habian derivado alguna vez. Debe tenerse en cuenta
que las funciones polindmicas son las funciones mas simples y su regla de derivacion
suele ser la primera que se estudia (Tabla 2).

Como se ha indicado anteriormente, la Glltima pregunta de ambas prueba no corres-
pondia ya a contenidos relativos al curriculo de la ESO, sino que pretendia determinar
alguna informacion sobre el grado de competencia en relacion a los contenidos de Ba-
chillerato. A este respecto, en la primera prueba se procedio6 a plantear una cuestion sobre
derivacion de funciones, aunque la funcion propuesta era sumamente facil de derivar
pues consistia en un polinomio de segundo grado. En el caso de la segunda prueba (em-
pleada como control de la anterior para las primeras siete preguntas), esta octava cuestion
se centrd en detectar las competencias del alumnado al estudiar el signo de una expre-
sion algebraica. Para ello se utilizoé una inecuacion de segundo grado, en la que el poli-
nomio ya venia factorizado y debian ver cuando el resultado del polinomio era positivo.
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Tabla 2. Prueba de nivel sobre conocimientos basicos realizada en el segundo semestre.

1. Realiza la siguiente operacion simplifi- 5. Resuelve la ecuacion 9x — 1 =0.
cando todo lo posible:
4. 3.5,
5 2 7
2. Simplificar la siguiente fraccion: 6. Resuelve la ecuacion 2x?> — 10x + 12 = 0.
i
16 _
63
1
3. Simplifica la siguiente fraccion: 7. Representa graficamente la funcion
flx)=6—3x.
14°-14°
14°
4. Resuelve la ecuacion 8. Resuelve la inecuacion
2% 3 x—DEx+2)>0.
—+==0.
7 5

En la primera y segunda pregunta se plantea un ejercicio basico de operaciones con
fracciones para ver el manejo que tiene el estudiante realizando estas operaciones, las
cuales les apareceran constantemente en cualquier problema de Algebra o Calculo.

En la tercera pregunta se propone la realizacién de una operacion para observar si
saben realizar simplificaciones en una fraccion, sin necesidad de realizar todas las ope-
raciones. El conocimiento de los métodos de simplificacion es fundamental a la hora de
realizar operaciones sin calculadora.

En las preguntas cuarta, quinta y sexta, se plantean, respectivamente, la resolucion
de una ecuacién de primer grado, una ecuacion de segundo grado sin término de primer
grado, y una ecuacion de segundo grado con todos sus términos. Con esto se pretende
constatar si recuerdan los métodos de resolucion de dichas ecuaciones, que les fueron
ensefiados en la ESO. Dichas ecuaciones les apareceran continuamente tanto en Alge-
bra como en Calculo.

En la séptima pregunta se pide la representacion grafica de la funcién mas sencilla de
representar, una recta, con el objetivo de conocer si saben lo que es una funcion y su re-
presentacion grafica. El conocimiento de la representacion grafica de funciones es fun-
damental en la parte de Calculo donde se utilizan las integrales para resolver problemas
de calculo de areas, longitudes de curvas y volumenes.

ANALISIS ESTADISTICO DE LOS RESULTADOS
Tras haber realizado una breve descripcion de la prueba de nivel llevada a cabo al princi-

pio del curso y de la prueba de control siguiente, pasaremos a analizar los resultados de dichas
pruebas y asi poder finalmente realizar una serie de conclusiones a partir de nuestro estudio.
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En la Tabla 3 mostramos los estadisticos descriptivos basicos de los resultados en las
dos pruebas realizadas. En estos estadisticos se puede ver que en ambas pruebas la cali-
ficacion media es de aprobado, pero con una gran variabilidad de resultados en vista de
los resultados de las calificaciones minimas y maximas en cada prueba que van desde el
suspenso con calificaciones inferiores a 1 y calificaciones de sobresaliente por encima
de 9. También se observa que la media sube algo mas de 1 punto tras la finalizacion del
primer semestre y haber cursado alguna asignatura de Mateméticas (Algebra o Célculo).

Tabla 3. Estadisticos descriptivos basicos de los resultados de las dos pruebas de nivel.

N Minimo | Maximo | Media Desviacién
estandar
Primera Prueba de Nivel 73 0 10 5,00 2,782
Segunda Prueba de Nivel 53 ,60 9,75 | 6,1396 2,04425
N° veces matriculado Calculo 76 1 4 1,55 ,823

En la Tabla 4 se muestran una mayor cantidad de estadisticos en relacion a los datos
que hemos recopilado de las pruebas de nivel. Concretamente, hemos calculado la nota
por encima de la cual esta el 50% de la poblacion estudiado que resulta ser de 5,25 en
la primera prueba y de 6,4 en la segunda, observandose que ha habido una mejora cuan-
titativa en los resultados después de un semestre. También es significativo que la nota
mas obtenida en la primera prueba es la de 1,25 (con una desviacion estandar de 2,68)
mientras que es de 6 en la segunda prueba (con una menor desviacion estandar). Re-
saltar que en la primera prueba el nimero de aprobados y suspenso es equivalentes si-
guiendo las calificaciones una distribucion normal mientras que las calificaciones en la
segunda prueba muestran una asimetria a la derecha por lo que las calificaciones supe-
riores a 5 son mayoria. Es resefiable observar que el 25% de los alumnos que realizaron
la primera prueba no superaron los 3 puntos, mientras el 75% del alumnado esta por de-
bajo del 7,45% de la puntuacion de una prueba que se centraba en competencias y co-
nocimientos mayoritariamente del periodo de Educacion Secundaria Obligatoria. En el
caso de la segunda prueba (realizada tras haber cursado un semestre de Matematicas),
se observa que estos indicadores han cambiado cuantitativamente, asi, el 75% del alum-
nado ha superado la nota de 5,27, el 50% ha superado el 6,4 aunque el 25% sigue es-
tando por debajo de 7,47.

PRIMERA PRUEBA

En Tabla 5 se observa nuevamente la calificacién media obtenida en la prueba con el
valor de la desviacion tipica obtenida. Todo esto sobre una muestra de 71 estudiantes y
concretandolo después en relacion con el nimero de veces que el estudiante se ha matri-
culado en las asignaturas Calculo y MMI (en las que se paso las dos tandas de prueba de
nivel) y en relacion con las calificaciones obtenidas en Calculo y Algebra (las asignatu-
ras de primer semestre).
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Tabla 4. Estudio descriptivo completo de los resultados de las dos pruebas de nivel.

Resultado Prueba 1 | Resultado Prueba 2

N Valido 71 53

Perdidos 19 37
Media 5,1380 6,1396
Error estandar de la media , 31905 ,28080
Mediana 5,2500 6,4000
Moda 1,25 6,00
Desviacion estandar 2,68833 2,04425
Asimetria -,079 -,897
Error estandar de asimetria 285 ,327
Curtosis -,870 ,959
Error estandar de curtosis ,563 ,644
Rango 10,00 9,15
Minimo ,00 ,60
Maximo 10,00 9,75
Percentiles 25 3,0000 5,2750

50 5,2500 6,4000

75 7,4500 7,4750

Tabla 5. Media y desviacion estandar de los resultados de la primera prueba y las matriculas
realizadas en las asignaturas y la calificacion obtenida en el primer semestre.

Media Desviacion estandar N
RESULTADOS PRUEBA 1 5,1380 2,6883 71
VECES MATRICULADO CALCULO 1,55 ,823 76
APROBADOS CALCULO 5,93 ,788 13
APROBADOS ALGEBRA 6,06 1,024 14
VECES MATRICULADO MMI 1,23 ,422 66

Por su parte la Tabla 6 estudia la correlacion entre las variables mostradas en la Tabla
5 con el fin de establecer la dependencia entre dichas variables y poder establecer cua-
les variables influyen sobre otras. En vista de los coeficientes de correlacion de Pear-
son mostrados, podemos afirmar que existe escasa correlacion entre los resultados de
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la Prueba 1 y el n° de veces que el alumno se ha matriculado en Calculo. Por otro lado,
existe una correlacion considerable (aunque no para poder establecer dependencia entre
las variables) entre los resultados de dicha prueba con las Calificaciones de Calculo. En
el caso de las Calificaciones de Algebra, esta correlacion existe pero es inferior a 0.5.
Una afirmacion similar se puede hacer al respecto de la correlacion entre los resultados
de la prueba y el nimero de veces en que un alumno se ha matriculado en MMI. En el
caso del n° de matriculas que un alumno ha realizado en Calculo, la correlacion con las
calificaciones de Calculo y Algebra son inversas, aunque débiles. Sin embargo, existe
dependencia directa entre ese n° de matriculas y el de la asignatura MMI. Por su parte,
las calificaciones de Calculo y Algebra tienen una correlacién directa de nivel medio
(superior a 0.5).

En la Tabla 7 mostramos los estadisticos principales de las respuestas de cada pre-

gunta en la prueba de evaluacion de nivel.

Tabla 6. Estudio de la correlacion entre las variables indicadas en Tabla 3.

Resultado N°veces |Calificacion | Calificacion| N° veces
Prueba 1 | matriculado [ Calculo Algebra | matriculado
Calculo MMI
Resultado | Correlacion 1 117 ,646" 325 317"
Prueba 1 de Pearson
Sig. (bilateral) ,356 ,032 278 ,030
N 71 64 11 13 47
N° veces Correlacion 117 1 -,433 -,387 1,000
matriculado | de Pearson
Calculo - -
Sig. (bilateral) 356 ,139 171 ,000
N 64 76 13 14 59
Calificacion | Correlacion ,646" -,433 1 ,567 -,200
Calculo de Pearson
Sig. (bilateral) ,032 ,139 ,240 ,635
N 11 13 13 6 8
Calificacion | Correlacion ,325 -,387 ,567 1 ©
Algebra de Pearson
Sig. (bilateral) 278 171 ,240 ,000
N 13 14 6 14 10
N° veces Correlacion 317 1,000™ -,200 K 1
matriculado | de Pearson
MMI ——
Sig. (bilateral) ,030 ,000 ,635 ,000
N 47 59 8 10 66
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Tabla 7. Estadisticos para las preguntas de la prueba de nivel de principio de curso.

Ej. 1.1|Ej. 1.2 | Ej. 1.3 | Ej. 1.4 | Ej. 1.5 | Ej.1.6 | Ej. 1.7 | Ej. 1.8

N Valido | 71 71 71 71 71 71 71 71
Perdidos | 51 51 51 51 51 51 51 51
Media 8979 | ,5704 25 74 ,5239 ,66 ,67 ,8204
Mediana 1,2500 | ,5000 ,00 1,25 ,5000 | 1,00 1,00 | 1,2500
Moda 1,25 ,00 0 1 ,00 1 1 1,25
Desviacion estandar 51854 | 51441 ,489 ,584 | ,46536 ,608 ,582 | ,59188
Asimetria -,974 115 1,542 | -394 398 | -,129 | -,160 | -,686
Error estandar de asimetria 285 285 285 ,285 285 285 285 285
Curtosis -,849 [-1,601 477 | -1,775 | -1,268 | -1,978 | -1,885 | -1,559
Error estandar de curtosis ,563 ,563 ,563 ,563 ,563 ,563 ,563 ,563
Rango 1,25 1,25 1 1 1,25 1 1 1,25
Minimo ,00 ,00 0 0 ,00 0 0 ,00
Maximo 1,25 1,25 1 1 1,25 1 1 1,25
Percentiles 25 ,5000 [ ,0000 ,00 ,00 ,0000 ,00 ,00 ,0000

50 1,2500 | ,5000 ,00 1,25 ,5000 | 1,00 1,00 | 1,2500

75 11,2500 | 1,2500| 00 | 1,25 | 1,0000| 1,25 | 1,25 | 1,2500

SEGUNDA PRUEBA

En Tabla 8, la muestra es de 53 alumnos y se observa la calificacion media obtenida
en la prueba con el valor de la desviacion tipica obtenida, concretdndolo, al igual que en
la Tabla 3 en relacion con el nimero de veces que el estudiante se ha matriculado en las
asignaturas Calculo y MMI.

Tabla 8. Media y desviacion estandar de los resultados de la segunda prueba y las matriculas
realizadas en las asignaturas y la calificacion obtenida en el primer semestre.

N Media Desviacion estandar
Resultado Prueba 2 53 6,1396 2,04425
Veces Matriculado Calculo 76 1,55 ,823
Aprobado Calculo 13 5,93 ,788
Aprobado Algebra 14 6,06 1,024
Veces Matriculado MMI 66 1,23 422
N valido (por lista) 3
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Por su parte la Tabla 9 estudia la correlacion entre las variables mostradas en la Tabla
8 con el fin de establecer la dependencia entre dichas variables y poder establecer cua-
les variables influyen sobre otras. En vista de los coeficientes de correlacion de Pear-
son mostrados, podemos afirmar que existe correlacion débil entre los resultados de la
Prueba 2 y el n° de veces que el alumno se ha matriculado en Calculo. Por otro lado,
existe una correlacion fuerte entre los resultados de dicha prueba con las Calificaciones
de Calculo. En el caso de las Calificaciones de Algebra, esta correlacion es casi inexis-
tente. Respecto de la correlacion entre los resultados de la prueba y el niimero de veces
en que un alumno se ha matriculado en MMI es débil e inversamente proporcional. En el
caso del n° de matriculas que un alumno ha realizado en Calculo, la correlacion con las
calificaciones de Calculo y Algebra son inversas y moderadas. Sin embargo, existe de-
pendencia directa entre ese n° de matriculas y el de la asignatura MMI. Por su parte, las
calificaciones de Calculo y Algebra tienen una correlacion directa de nivel medio (su-
perior a 0.5).

Por otra parte, en la Tabla 10 se pueden observar los estadisticos principales de las
respuestas de cada pregunta en la prueba de control.

Tabla 9. Estudio de la correlacion entre las variables indicadas en Tabla 8.

Resultado | Veces Aprobado Aprobado | Veces
Prueba2 | Matriculado | Calculo Algebra Matriculado
Calculo MMI

Resultado Correlacion de 1 -, 152 ,756 -,018 -,238
Prueba 2 Pearson

Sig. (bilateral) 313 ,139 ,969 ,086

N 53 46 5 7 53
Veces Correlacion de -,152 1 -,433 -,387 1,000™
Matriculado | Pearson
Calculo ; -

Sig. (bilateral) 313 ,139 171 ,000

N 46 76 13 14 59
Aprobado Correlacion de ,756 -,433 1 ,567 -,200
Calculo Pearson

Sig. (bilateral) ,139 ,139 ,240 ,635

N 5 13 13 6 8
Aprobado Correlacion de -,018 -,387 ,567 1 b
Algebra Pearson

Sig. (bilateral) ,969 171 ,240 ,000

N 7 14 6 14 10
Veces Correlacion de -,238 1,000™ -,200 b 1
Matriculado | Pearson
MMI . .

Sig. (bilateral) ,086 ,000 ,635 ,000

N 53 59 8 10 66
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Tabla 10. Estadisticos para las preguntas de la prueba de control del segundo semestre.

Ej.2.1 |Ej.2.2 |Ej.2.3 |Ej.24 |Ej.2.5 |Ej.2.6 |Ej.2.7 |Ej. 2.8
N Valido | 52 46 46 54 51 51 46 35
Perdidos | 38 44 44 36 39 39 44 55
Media 1,0356 | ,7478 | .,4207| 1,0676| .,9843| 1,1186( 1,1902| ,1186
Error estandar de la media ,05406 | ,06178 | ,08621| ,05114| ,03285| ,04118| ,03822| ,05310
Mediana 1,2500 | ,7500| ,0000| 1,2500( 1,0000| 1,2500| 1,2500| ,0000
Moda 1,25 1,25 ,00 1,25 1,25 1,25 1,25 ,00
Desviacion estandar ,38986 | ,41899 | ,58467 | ,37582| ,23463 | ,29410| ,25919| ,31415
Asimetria -1,933 -,331 ,684 | -1,950 | -892 | -2,655| -4,496 | 3,002
Error estandar de asimetria ,330 ,350 ,350 325 333 333 ,350 ,398
Curtosis 2,567 | -,889 | -1,575| 2,449 974 | 7,103 | 19,382 | 8,722
Error estandar de curtosis ,650 ,688 ,688 ,639 ,656 ,656 ,688 778
Rango 1,25 1,25 1,25 1,25 1,00 1,25 1,25 1,25
Minimo ,00 ,00 ,00 ,00 ,25 ,00 ,00 ,00
Maximo 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25
Percentiles 25 1,0000 [ ,5000| ,0000| 1,2000| ,8500| 1,2500| 1,2500 | ,0000
50 1,2500 | ,7500| ,0000| 1,2500| 1,0000| 1,2500| 1,2500 | ,0000
75 1,2500 | 1,2500 | 1,2500 | 1,2500| 1,2500| 1,2500| 1,2500 | ,0000
CONCLUSIONES

El estudio realizado pone de relieve que el alumnado de nuevo ingreso presenta di-
ficultades, a veces bastante serias, para afrontar y superar asignaturas de contenido ma-
tematico en titulaciones cientifico-técnicas; es decir, el alumnado que accede a estas
titulaciones, en una buena parte, carece de las competencias matematicas basicas que de-
berian estar adquiridas y asimiladas tanto en el alumnado proveniente del bachillerato
como en aquel que ha cursado estudios de formacion profesional de grado superior y ha
superado las pertinentes pruebas de accesos.

Una vez que el/la estudiante ha accedido a la universidad y ha cursado una asignatura
de contenido matematico durante el primer semestre (tanto habiéndola superando como
sino lo ha hecho), se observa una mejoria de los resultados en la segunda prueba de com-
petencias basicas realizada al comienzo del segundo semestre.

El equipo docente de las asignaturas de matematicas afectadas por este estudio, des-
pués de corroborar y documentar empiricamente las carencias que presenta el alum-
nado en ciertas competencias matematicas que se consideran basicas, procedio a realizar
una seria reflexion sobre esta situacion con el fin de plantear diversas acciones que
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permitieran trabajar en las dificultades que muestra el alumnado y resolver, aunque sea
solo en parte, estos problemas.

Habida cuenta de que todas las acciones no podian ser llevadas desde las propias
asignaturas (seguimiento personalizado del alumnado, asignacion de tareas durante el
semestre, etc.), se procedioé a tener diversas reuniones tanto con la Direccion del centro
en el que se imparten estas asignaturas (la Escuela Politécnica Superior) como con el vi-
cerrectorado que tiene las atribuciones relativas a la planificacion docente. En dichas re-
uniones, se tomaron algunas decisiones para el curso 2015/2016 que esperamos puedan
influir favorablemente en el alumnado para el curso proximo: Por un lado, se ha decidido
dejar solo una asignatura de matematicas en el primer semestre de primer curso con el fin
de suavizar el contacto del alumnado de nuevo ingreso con la titulacion y dar la posibi-
lidad que ese primer semestre de contacto solo tenga que afrontarlo con una de las asig-
naturas (que les resulta de mayor complicacion) y no con dos (Algebra y Célculo) como
venia haciéndose lo que les daba poco margen de reaccion al estudiante. Por otro lado, se
ha aprobado la implantacion de un curso de nivelacion de competencias basicas de mate-
maticas, cuyo objetivo consiste en, una vez detectadas las carencias matematicas de base
presentadas por el alumnado, trabajarlas con ellas durante el primer semestre de modo
que sean conscientes de dichas carencias y darles los recursos y asesoramiento necesario
para, si no superarlas completamente, reducirlas a un nivel que les permita ser funciona-
les y operativos en las asignaturas de la titulacion.
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La conmemoracion del cincuenta aniversario de la creacion de la division de Mate-
maticas en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Granada motivo, entre otras ac-
tividades, la elaboracion de este libro que pretende acercar a sus lectores a la coleccion
de libros historicos de matematicas que esta Universidad posee.

Entre sus paginas se presenta una seleccion de cincuenta libros de matematicas per-
tenecientes a la Biblioteca del Hospital Real de dicha Universidad y que fueron expues-
tos en ese edificio entre el 23 de mayo y el 4 de julio de 2014.

Los encargados de seleccionar las obras matematicas para esta exposicion, escogie-
ron de entre la amplisima coleccion de libros que esta biblioteca posee no solo aquellos
de mas importancia para las matematicas, si no también textos escritos por matematicos
espafloles, o aquellos cuyo autor u obra tenian relacion con Granada y su universidad.

En general, para cada libro presentado se incluye una breve semblanza sobre el autor,
junto con una pequeia sinopsis sobre la obra expuesta, de la que ademas se muestran
imagenes de su portada u otras paginas.

Las obras incluidas muestran una gran variedad tanto en los periodos y lugares en
los que vivieron sus autores, como en la tematica sobre la que tratan, dentro eso si de la
materia de las matematicas. Esta diversidad se manifiesta en la posibilidad de encontrar
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entre las paginas de este libro ediciones procedentes del siglo XVI de las obras de impor-
tantes autores griegos como Aristoteles, Euclides o Pappo de Alejandria; junto con auto-
res de los siglos XIX-XX como Julio Rey Pastor, Emile Borel o Juan Antonio Tercedor
y Diaz; pasando por otros muchos reputados matematicos de diferentes periodos como
Descartes, Euler o Riemann. Incluso se presenta un libro con los exdmenes de matema-
ticas y lengua francesa que “sufrieron” los alumnos de la Real Maestranza de Caballeria
de Granada impreso en el afio 1798.

En definitiva, este libro es un interesante recorrido por la Historia de las Matematicas
a través de sus textos, que permite apreciar la evolucion de esta disciplina y sus libros,
y a su vez la importancia de bibliotecas como la del Hospital Real de la Universidad de
Granada, que guardan entre sus muros una coleccion cuyo valor resultaria imposible de
calcular.

Maria José Madrid
Universidad de Cordoba
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