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ÿ ­"¹(È_¸G¯�®Ý³/¼£½¤¯E¸G¾\®Ý¿ ¯MÉR¸K­·³º±c½¤Ë�¾R¸GÈ_­·³-°m±Í­a¯E³��¥­·ÈG¯7½�´·ÈG±Í°7­R®[­�»c¾\®[°7¶S­·»«¯E®Ý³£¾U½aÑ£¸K­·½¤¾U®[°m¾U³º¶£³-­a»«¯mÈ_¸_­S©Å ®CÈG¾\®q³\¼S½(¯E¸G¾\®�®C¾U³��
ªR©îÅÇ»#³\¼S½(¯E¸G¾�¿ ¯E®G±cÉU³S­R¿£¾�°m¾U³�»Í­Z»«¯mÈG¸K­ZÉU¸G±«¯7É\­

π � ØÇ± ��� ¶S¯e¸_¯7»Í­R°7±c¾U³S­À»Í­Z»«¾R³£ÉU±IÈ_¶S¿�¿ ¯M»«­�°m±«¸_°7¶£³��g¯E¸G¯E³S°m±Í­°m¾R³µ®G¶�¿ ±Í´·½¤¯7ÈG¸_¾	�
Longitud = π · diametro

©
¨ ©îÅÇ»i³/¼£½¤¯7¸_¾

e 
 ±c³S±«°7±«­R»�¿ ¯7»�­·Ë�¯7»«»c±Í¿ ¾�¿ ¯Z¬�¯7¾R³	�S­·¸K¿ºÅ ¶£»c¯E¸
��½¤­·ÈG¯E½¤´·ÈG±Í°m¾�®G¶£±cèE¾�¿ ¯7»�®C±«ÉR»«¾������������ � ¶S¯­·ËS­R¸G¯�°m¯Â°m¾R½¤¾(»cÖ«½¤±IÈ_¯Z¿ ¯À»Í­(®G¶S°7¯E®G±c²U³�¿ ¯ÂÈ��7¸_½¤±c³£¾¤ÉU¯7³£¯E¸_­R»�� (

1 + 1
n

)n ©
Ã£©îÅÇ»#³\¼S½(¯E¸G¾(¿ ¯E®G±«ÉR³S­U¿ ¾�°7¾R³º»Í­�»c¯7ÈG¸K­ZÉR¸_±«¯7ÉU­

φ � Ü%± ��
 »«»«­R½¤­U¿ ¾ �!Þ��¢�\�¦�¥�%�µ�S�¦�Æ�;�!Þ%�¢�\�¦��¡£���¦�\�¹ � ¶S¯�¯�®e»Í­�±«³£±Í°m±Í­·»+¿ ¯E»+³£¾R½�Ñ£¸G¯(¿ ¯7»1¯�®G°7¶£»IÈ_¾R¸MÉR¸_±c¯EÉR¾�Ü�±Í¿ ±Í­R® � ¶£¯(»c¾ºÈG¶£ÒU¾6Ë£¸_¯E®G¯7³\È_¯a¯7³9®G¶S®M¾RÑ£¸K­R®E©� ¾R¸_¸G¯�®CË�¾R³S¿£¯�­6»«­µ®G¾R»«¶S°m±«²R³;Ë-¾\®C±cÈG±«Ò¦­�¿£¯(»Í­�¯E°7¶S­R°7±c²U³
x2 = x + 1

© � ¾U½(¾�ÒR¯E¸G¯E½¤¾U®e¯E®CÈG¯¤³/¼£½¤¯7¸_¾½(±Í¿ ¯ 
 ¯E³UÈ_¸G¯e¾·È_¸_­U® 
 »Í­Z¸_¯7»Í­R°7±c²U³ � ¶£¯Ó¯��/±Í®CÈG¯Ó¯E³\ÈG¸_¯ »«­�¿ ±Í­·ÉR¾U³S­·»-¿ ¯Ó¶£³6Ë-¯E³\È_´·ÉU¾R³£¾a¸G¯EÉR¶£»Í­·¸Ç¹�®G¶�»Í­R¿ ¾-©
¬i¾\®�È_¸G¯�®�³/¼£½¤¯7¸_¾U®ºÈG±«¯7³S¯7³ø±«³��S³£±cÈ_­U®µ°m±��g¸_­U®º¿ ¯�°m±«½¤­R»c¯�®º¹â³£¾ ®C¾U³ø³/¼£½¤¯7¸_¾U®6¿ ¯E°7±c½�­·»«¯E®6Ë�¯7¸_±c² ¿ ±Í°m¾\®��g³S¾¯�� ±Í®@È_¯¤³£±c³SÉR¼£³ÆÉR¸_¶£Ë�¾�¿ ¯�°7± �g¸K­R®Â¿ ¯�°m±«½�­·»«¯E® � ¶£¯�®C¯¤¸_¯7Ë£±cÈ_­R³;±«³S¿ ¯��S³£±Í¿£­·½¤¯7³\È_¯!�4©#" ¯�®@È_¾U®Â³/¼£½¤¯7¸_¾U®M®G¯(»«¯E®»«»«­R½¤­R³µ±c¸_¸_­U°m±«¾R³S­R»c¯�®7©/Å ®Ó±c½¤Ë�¾U®G±cÑS»c¯Z°7¾R³£¾ °m¯E¸qÈG¾ ¿£­U®�»«­U® °m±��g¸K­R®�¿ ¯a¿£±«°��£¾\®�³/¼£½¤¯7¸_¾U®q¹�°m¶S­R³S¿ ¾�®G¯À¶ ÈG±«»c±«èE­R³®G¯a¯E®_°m¸_±«Ñ-¯E³¥¼£³£±Í°7­R½(¯E³\ÈG¯a¶S³S­R®e°m¶S­R³UÈK­R®e°m±��g¸_­U®e¿ ¯�°m±«½�­·»«¯E®$�2®C¶%�-°m±«¯7³\ÈG¯�®ÓË-­·¸K­�»«­º½�­"¹R¾R¸_ÖÍ­(¿£¯�»«¾U®e°7´·»Í°m¶S»c¾\®¿ ¾U³S¿ ¯À­·ËS­R¸G¯EèE°E­·³&�m©\Ø1¾U¸�¯('@¯7½¤Ë£»«¾	�

π = 3′14159...

e = 2′71828...

φ = 1′61803...) ³-­;¿ ±��g¯7¸_¯7³-°m±Í­¥±«½(Ë�¾R¸GÈ_­R³\ÈG¯µ¿ ¯E®_¿ ¯�¯7»qË£¶£³\ÈG¾Æ¿ ¯µÒ/±«®CÈ_­�½¤­·ÈG¯E½¤´·ÈG±Í°m¾;¯7³\ÈG¸_¯6»«¾U®(¿ ¾\®a³/¼£½¤¯7¸_¾U®
(π y e)

¹¯7»[³/¼£½¤¯7¸_¾�¿ ¯6¾R¸_¾¥¯E® � ¶£¯º»«¾U®aË£¸G±«½¤¯7¸_¾U®a³£¾;®G¾R³¢®G¾R»«¶S°m±«²R³¢¿£¯6³£±«³£ÉU¶£³S­�¯�°m¶S­U°m±«²R³xË�¾R»«±c³£²U½¤±«°E­*��­�¯E®CÈG¾\®³/¼£½¤¯7¸_¾U® � ¶S¯M°7¶£½¤Ë£»c¯E³�¯E®CÈ_­�°m¾U³S¿ ±Í°m±«²R³º®G¯Ó»«¯E®Ý»c»Í­·½�­a³\¼S½(¯E¸G¾\®+È_¸_­U®G°7¯7³S¿ ¯E³\ÈG¯E®�� 
 ½¤±c¯E³\ÈG¸K­R® � ¶£¯M¯7»�³/¼£½¤¯7¸_¾
φ
®CÖ � ¶£¯ »«¾Z¯E®E©RÅ+�g¯�°4È_±cÒ¦­·½¤¯E³UÈ_¯ 
 ¶£³S­a¿ ¯ »Í­R® ®G¾R»«¶S°7±c¾U³£¯E®Ç¿£¯ »«­Z¯E°m¶-­R°m±«²R³�¿£¯Ó®C¯EÉR¶£³-¿ ¾ZÉR¸K­R¿£¾ x2 −x−1 = 0¯E® 1+

√
5

2 � ¶£¯À¿£­¤°7¾R½¤¾¤¸G¯�®C¶£»cÈ_­U¿ ¾(¯7»i³/¼£½¤¯7¸_¾�¿ ¯Â¾R¸_¾S©ÅÇ»�³\¼S½(¯E¸G¾�´R¶£¸G¯E¾¤³£¾�¸G¯�°m±«Ñ£±«²�®C¶�®GÖc½�Ñ-¾U»c¾ 
 φ 
 �-­R®CÈ_­¤¯7»�®C±«ÉR»«¾�����­R¶£³ � ¶£¯Z®G¶�¿ ¯E®_°m¶£ÑS¸G±«½¤±c¯E³UÈ_¾�¿£­¦ÈK­¿ ¯(»«­��7Ë�¾ °7­6¿ ¯¤»«­-,M¸G¯�°m±Í­º°m»Í´R®G±Í°7­��2®C±«ÉR»«¾.�~­S© � ©/� 
 ¿ ¾U³S¿ ¯(¯7¸K­�Ë�¯7¸0�g¯E°4ÈK­·½¤¯7³\È_¯�°m¾U³£¾ °m±Í¿ ¾º¹�¶£ÈG±«»c±«èE­U¿ ¾6¯E³»«¾U®Â¿ ±Í®C¯Eå£¾U®Â­·¸ � ¶£±cÈG¯E°mÈG²U³£±«°7¾U®1�gË�¾R¸À¯�'@¯7½¤Ë£»«¾�¯E»1Ø1­R¸CÈ_¯7³£²U³&�e¹�¯E®_°m¶£»cÈG²U¸G±Í°m¾\®7©#Ü£¶	�¤®G¯7ÉU¶£¸K­·½¤¯7³\ÈG¯(¯7»1¯�®@È_¶S¿ ±«¾¿ ¯M»«­U®[Ë£¸G¾UË-¾U¸_°7±c¾U³£¯E® ¹�¿ ¯M»«­�½¤¯E¿ ±Í¿£­�ÉR¯7¾U½2�mÈG¸_±Í°7­a¿£¯e¶£³�®C¯EÉR½¤¯7³\È_¾a»«¾ � ¶£¯M»c»«¯7ÒU²(­a»c¾\®[ÉR¸_±c¯EÉR¾U®Ý°m»Í´R®G±«°7¾U®Ý­®G¶µ¿£¯E®_°m¶£Ñ£¸_±«½(±«¯7³\È_¾S©

¨
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?2@BAC@ DFEHGJILKMKMN�OCPRQ$S.TUILE;VWILXYP2Z\[;I]T_^H`-Ia^bT_^
¬�­¤®G¯E°E°m±«²R³�´·¶£¸_¯E­�¯E® »«­�¿ ±«Ò/±«®G±«²R³�­·¸_½¤²R³£±Í°7­(¿ ¯Z¶£³�®G¯7ÉU½(¯E³\ÈG¾¤¯7³�½¤¯E¿£±«­¤¹6¯��/ÈG¸_¯7½�­(¸_­Rè7²U³i© Å ® ¿ ¯�°m±«¸ 
� ¶£¯ ¯E»\®G¯7ÉU½¤¯7³\ÈG¾ ½¤¯E³£¾R¸%¯E®%­·»/®C¯EÉR½¤¯7³\È_¾ ½�­"¹R¾R¸�°m¾R½¤¾c��®@È_¯ ¯�®�­Ó»«­ ÈG¾·ÈK­·»«±«¿S­R¿Z¿ ¯E»\®G¯7ÉU½¤¯7³\ÈG¾$��²e°7¾R½¤¾e¿ ¯�°mÖÍ­�Ó±cÈG¸_¶£Ñ£±«¾	�ed ) ³º®G¯7ÉU½(¯E³\ÈG¾Z®G¯Ó¿ ±Í°m¯ � ¶£¯e¯E®CÈ_´Z¿£±cÒ/±Í¿ ±«¿£¾a¯7³�½¤¯�¿ ±«­a¹�¯��/ÈG¸_¯7½�­À¸K­·è7²U³�®C±�¿ ¯Ó»Í­ÀËS­R¸CÈ_¯ Ë�¯ � ¶£¯7å-­­¥»Í­¥Ë-­·¸GÈG¯�ÉU¸_­R³S¿ ¯f�S­"¹9»Í­�½¤±«®G½�­¥¸_¯7»Í­R°7±c²U³ � ¶S¯6¿ ¯6»«­�ÉR¸K­·³S¿ ¯6­·»ÝÈG¾ ¿ ¾ � �4©%Å ®CÈ_­g�g¾R¸_½¤­;¿ ¯6®G¯7»«¯E°E°m±«¾R³S­R¸Ë£¸_¾RË�¾R¸K°m±«¾R³S­R»c½¤¯E³UÈ_¯Ó¶£³�®G¯7ÉU½(¯E³\ÈG¾�®C¯Â»«»«­R½�­�ËS¸G¾UË-¾U¸_°7±c²U³6´·¶S¸G¯�­£©
Õ�¾R½¤¯7½¤¾U®Â¶S³¢®C¯EÉR½¤¯7³\ÈG¾¥¿£¯�»c¾U³£ÉR±cÈG¶S¿9»Í­µ¶£³£±Í¿£­U¿9¹h�S­RÉU­R½(¾\®M¯7³Y�7»Ý»«­�¿£±cÒ/±Í®C±«²R³9±«³S¿ ±Í°7­R¿S­�­·³\ÈG¯E¸G±«¾R¸0i½¤¯7³\ÈG¯U©

Ü�±«ÉR¶S¸_­�¨ ©«ªj�	k ¯7ÉR½¤¯E³UÈ_¾¤¶£³£±Í¿£­R¿
" ËS»c±Í°7­R³S¿ ¾¤»«­(Ë£¸_¾RË�¾R¸K°m±«²R³�´·¶£¸_¯E­�¾RÑ£ÈG¯7³-¿ ¸G¯E½¤¾U®[¶£³S­¤¯�°m¶S­U°m±«²R³ � ¶£¯ÂÈ_¯7³S¿£¸G¯E½(¾\® � ¶£¯Â¸G¯�®C¾U»cÒU¯7¸!�

1−x
x = x

1 ⇒ x2 = 1 − x ⇒ x2 + x − 1 = 0) ³-­(¿£¯Z°m¶£¹\­R®q®C¾U»c¶-°m±«¾R³£¯�®l��»«­¤Ë�¾U®G±cÈG±«Ò"­m�[Ò¦­·»«¯j�
x = −1+

√
5

2Ø1¾R¸[È_­R³\ÈG¾	�
1 − x = 1 − −1+

√
5

2 = 3−
√

5
2"c�S¾R¸K­ 
 ®C±�¿ ±cÒ/±Í¿ ±«½(¾\®q»«­(»«¾R³£ÉU±IÈ_¶S¿�¿ ¯7»�®G¯7ÉU½¤¯7³\ÈG¾¤½�­"¹R¾U¸Ý¯E³UÈ_¸G¯Â»Í­¤¿ ¯7»i½¤¯E³£¾R¸ 
 ¾RÑ È_¯7³S¿£¸G¯E½(¾\®��

x
1−x = −1+

√
5

2 : 3−
√

5
2 = −1+

√
5

3−
√

5
= (−1+

√
5)·(3+

√
5)

(3−
√

5)·(3+
√

5)
= −3−

√
5+3·

√
5+5

9−5 n 2·
√

5+2
4 = 2·(

√
5+1)
4 =

1+
√

5
2 = 1′61803...� ¶£¯Â³£¾U®�¿S­�¯E»i³/¼£½¤¯7¸_¾�¿ ¯Â¾R¸_¾S©Å ® ¿£¯E°m±«¸ 
 »«­(¸_¯7»Í­R°m±«²R³6¯7³\ÈG¸_¯À»Í­�Ë-­·¸GÈG¯Â½�­"¹R¾R¸q¹�»Í­¤ËS­R¸CÈ_¯M½¤¯E³£¾R¸�¯E³ � ¶£¯Z¿ ±«Ò/±«¿£±c½¤¾U®q¯E»�®G¯7ÉR½¤¯E³UÈ_¾¤¯E®q¯7»³/¼£½¤¯7¸_¾�¿ ¯Â¾R¸_¾S©

�+¯E­R½¤¾U®q°m²U½(¾�¿ ±«Ò/±«¿£±c¸�¶£³�®G¯7ÉU½(¯E³\ÈG¾�¿£­R¿£¾
AB

¯7³�½(¯�¿ ±Í­¤¹�¯��/ÈG¸_¯7½�­(¸K­·è7²U³��
Ã
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φ

Ê

Ü�±«ÉR¶S¸_­¤¨ ©Ä¨��%�e±cÒ/±Í®C±«²R³�­R¼£¸G¯�­�¿£¯M¶S³µ®G¯7ÉU½¤¯7³\ÈG¾
k/¯À°m¾R³-®@È_¸G¶£¹U¯e»Í­¤Ë�¯7¸_Ë-¯E³S¿ ±Í°m¶£»Í­·¸ ­

AB
¹ � ¶S¯MË-­R®_­aË�¾R¸ B

©
ÿ ­·»«»Í­·½¤¾U®[¯7»�Ë£¶£³\ÈG¾

C
È_­·» � ¶S¯ AB = BC

©
� ¾R³S®CÈG¸_¶£±«½(¾\®[¯7»!Ë£¶£³\È_¾�½(¯�¿ ±«¾¤¿£¯7»�®G¯7ÉU½(¯E³\ÈG¾

BC
¹�»c¯À»«»Í­·½�­·½¤¾U®

D
©

� ¾R³S®CÈG¸_¶£±«½(¾\®[¯7»i®G¯7ÉR½¤¯E³UÈ_¾
AD

©
� ¾R³µ°m¯7³\È_¸G¾(¯7³

D
¹�¸K­R¿ ±«¾

DB
°E­·»Í°m¶£»Í­·½¤¾\®Ý¯E»iË£¶£³\È_¾

E
®G¾RÑ£¸_¯

AD
©

� ¾R³µ°m¯7³\È_¸G¾(¯7³
A
¹�¸K­R¿ ±«¾

AE
°7­R»«°7¶£»«­R½¤¾U®[¯7»!Ë£¶S³UÈ_¾

P
®G¾RÑ£¸_¯

AB
©

ÅÇ»�Ë£¶S³UÈ_¾
P
¿ ±cÒ/±Í¿ ¯a­R»�®C¯EÉR½¤¯7³\È_¾

AB
¯7³�»Í­¤¸K­·è7²U³�´·¶£¸_¯E­(¹�¯7»�®G¯7ÉU½(¯E³\ÈG¾

AP
¯E® »«­�®G¯E°E°m±«²R³µ´·¶£¸_¯E­¿ ¯7»i®G¯7ÉU½(¯E³\ÈG¾

AB
©&"�¿ ¯7½�´R®B�

• AP

PB
= AB

AP
= φ

?2@�?2@ ��X�T_ILKs�#QCP-�CS-X�^HQCS�T_IL^
k/¯(¿ ¯7³£¾U½¤±c³S­�¸G¯�°4È_´R³£ÉR¶S»c¾º´R¶£¸_¯7¾�¾º¸_¯E°mÈ_´R³£ÉR¶£»«¾�¿ ¯(¾R¸_¾�­·»%¸G¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾�¯E³¥¯7» � ¶£¯a»Í­�Ñ-­R®G¯Z¹µ»«­6­·»cÈG¶£¸K­¯E®CÈ_´R³6¯E³µË£¸G¾UË-¾U¸_°7±c²U³6´R¶£¸G¯�­£©Ø+­·¸K­�°7¾R³S®CÈG¸_¶£±«¸G»«¾(Ë£¸G¾ °7¯E¿ ¯E½(¾\®q¿ ¯À»«­¤®G±cÉU¶£±«¯7³\ÈG¯l�g¾R¸_½�­%��e±cÑ£¶�'C­·½¤¾U®�¶S³¥°m¶S­U¿ ¸_­U¿ ¾�¹º½�­R¸_°E­·½¤¾U®q¯E»�Ë£¶£³\È_¾�½¤¯E¿ ±«¾�¿ ¯Z¶£³S¾º¿ ¯a®G¶S®�»Í­R¿ ¾\®7©-¬i¾�¶£³£±«½¤¾U®e°m¾R³µ¶£³S¾¿ ¯ »«¾U® Òj�E¸CÈ_±«°7¯E®Ç¿ ¯E»S»Í­R¿ ¾a¾RË£¶£¯�®@È_¾À¹�»«»«¯7Ò¦­·½¤¾U® ¯E®_­À¿ ±Í®@ÈK­·³S°7±«­À®G¾RÑ£¸_¯�¯7»�»Í­R¿ ¾À±«³£±Í°m±Í­·»#��"��L�4©��e¯Ó¯E®CÈ_­Â½�­R³£¯7¸K­¾RÑ£ÈG¯7³-¿ ¸G¯E½¤¾U®[¯7»i»Í­R¿£¾(½�­"¹U¾R¸q¿ ¯7»i¸_¯E°mÈ_´R³£ÉR¶£»«¾S©����E­R®G¯Â»«­
�SÉU¶£¸K­¤¨£© Ãk/±#¯7»#»Í­R¿ ¾¤¿ ¯E»#°7¶S­R¿£¸_­U¿ ¾ 
 "�� 
 ½¤±«¿ ¯À¿ ¾\® ¶S³£±«¿S­R¿ ¯�® 
 »Í­�¿ ±Í®CÈ_­·³-°m±Í­�¿ ¯E»#Ë£¶£³\ÈG¾(½¤¯E¿ ±«¾(¿£¯�"���­·»#Òj�E¸CÈ_±«°7¯¿ ¯Z®G¶6»Í­R¿£¾(¾UË£¶£¯�®@È_¾(Ò¦­R»c¯ √

5
¹ºË-¾U¸qÈ_­R³UÈ_¾¤»«­(¸_¯7»Í­R°m±«²R³�¯7³\È_¸G¯Â»Í­�Ñ-­R®G¯M¹º»«­¤­·»cÈG¶S¸_­(¯E®B�

1+
√

5
2 = 1′61803...

�g³/¶£¯�®@È_¸G¾Z³/¼£½¤¯E¸G¾�¿ ¯Â¾R¸_¾m�m©
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φ

Û

Ü%±«ÉR¶£¸K­�¨ © Ã%�%��¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾¤´·¶S¸G¯E¾-�2°m¾R³-®@È_¸G¶S°E°m±«²R³Æª!�
ÐeÑ È_¯7³£¯E½(¾\® ­R®GÖ�¶S³¥¸G¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾�°7¶£¹R¾\®�»Í­R¿ ¾\®�¯E®CÈ_´R³�¯7³¥Ë£¸_¾RË�¾R¸K°m±«²R³µ´·¶S¸G¯�­£©	"�ËS­·¸GÈG±«¸Ó¿ ¯�¯E®CÈG¯Z¸_¯E°mÈ_´·³%iÉR¶S»c¾µË�¾/¿£¸G¯E½(¾\®Z°m¾U³S®CÈG¸_¶£±c¸Â¾RÈG¸_¾U®À®G¯7½¤¯('C­R³UÈ_¯E® � ¶£¯ 
 °m¾U½(¾�ÒU¯7¸_¯7½¤¾U®M½�´R®À­U¿ ¯7»Í­·³\È_¯ 
 ®G¯2�S­·³9¶ È_±c»«±cè�­R¿ ¾�¯E³­·¸ � ¶£±cÈG¯E°mÈG¶£¸K­*��Ø+­·¸GÈG¯7³S²R³ 
 Ë£±«¸K´·½¤±«¿£¯E®(¯7ÉU±cË#°m±Í­R®��Z¹ ¿ ±«®G¯7åS¾��gÈ_­·¸�'@¯mÈK­R®�¿ ¯�°7¸0��¿ ±IÈ_¾ 
 °7­R¸G³S¯mÈ_® 
 °7­�'@¯mÈG±«»«»«­U®(¿£¯È_­RÑS­R°7¾ 
 ¯7È_°·©«©«© �m©Õ%­·½aÑS±��E³�®G¯ÂË£¶£¯E¿£¯Z°m¾R³-®@È_¸G¶£±«¸q¶£³µ¸G¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾¤¿ ¯Â¾R¸_¾¤­�Ë-­·¸GÈG±«¸ ¿ ¯À¶£³6ÈG¸_±«´R³£ÉR¶£»«¾¤¸G¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾¤¿ ¯Â»Í­R¿ ¾\®Ã 
 Ê¤¹µÛ���Òj��­R®G¯M»Í­¤®C±«ÉR¶S±c¯E³UÈ_¯l�SÉR¶£¸K­¤¨ © Ê��

Ü%±«ÉR¶£¸K­�¨ © Ê	�%��¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾¤´·¶S¸G¯E¾-�2°m¾R³-®@È_¸G¶S°E°m±«²R³�¨j�
ÐÓÈG¸K­.�g¾R¸_½¤­�¿ ¯�°m¾U³S®CÈG¸_¶£±c¸À¿ ±Í°��£¾µ¸_¯E°4ÈK´·³£ÉU¶£»«¾6¯�®À­6Ë-­·¸GÈG±«¸Â¿£¯7»1ÈG¸_±Í´·³£ÉU¶£»c¾�¸_¯E°4ÈK´·³£ÉU¶£»«¾�¿ ¯¤»Í­R¿ ¾\®¤ª�¹9¨�gÒ��E­U®C¯M»«­�®G±«ÉR¶£±«¯7³\ÈG¯l�SÉU¶£¸K­(¨£© Û��

Ü%±«ÉR¶£¸K­�¨ ©ÄÛ��%��¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾¤´·¶S¸G¯E¾-�2°m¾R³-®@È_¸G¶S°E°m±«²R³µÃ��
Õ%­·½aÑS±��E³ ®G¯µË£¶£¯E¿£¯¥°m¾R³-®@È_¸G¶£±«¸¤³/¶£¯E®CÈG¸_¾;¸_¯E°mÈ_´R³£ÉR¶£»«¾9­;Ë-­·¸GÈG±«¸�¿ ¯�¿ ¾U®�°7¶S­R¿ ¸K­R¿£¾U®(±cÉU¶S­·»«¯E®\��Òj�E­U®C¯�»Í­®G±cÉU¶£±c¯E³\ÈG¯l�SÉR¶S¸_­¤¨ © Ìj�
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Ì

Ü%±«ÉR¶£¸K­�¨ © Ì%�%��¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾¤´·¶S¸G¯E¾-�2°m¾R³-®@È_¸G¶S°E°m±«²R³�Êm�
) ³-­eËS¸G¾UË£±c¯�¿£­R¿�±«½(Ë�¾R¸GÈ_­R³\ÈG¯�¿ ¯�»«¾U®1¸_¯E°4ÈK´·³£ÉU¶£»«¾U®1´·¶£¸_¯7¾\®%¯E® � ¶£¯�°m¶S­R³S¿ ¾À®G¯ °m¾R»«¾ °7­R³�¿ ¾\®1±cÉU¶S­·»«¯E®+°7¾R½¤¾±«³S¿ ±Í°7­(»«­1�-ÉR¶£¸K­(¨£©ÄÏa»Í­¤¿ ±«­RÉR¾U³S­·»�"���®C±«¯7½¤Ë£¸_¯ÂËS­R®_­�Ë-¾U¸�¯7»iÒ��7¸GÈG±Í°m¯ � ©

Ü�±«ÉR¶S¸_­¤¨ ©]Ï�� ) ³S­(±c½¤Ë�¾R¸GÈ_­·³\È_¯ÀË£¸G¾UË£±«¯E¿£­U¿
ÅÇ³ ¯��g¯�°4ÈG¾ 
 ®C±cÈG¶£¯E½¤¾U®(»c¾\®(¸G¯�°4È_´R³£ÉR¶S»c¾\®a¯E³�¶£³£¾\®(¯('@¯E®¤¿ ¯�°7¾\¾U¸_¿£¯7³S­U¿£­R®�°m¾R³ ¾R¸_±cÉU¯7³¢¯E³ ¯E»qË£¶£³\ÈG¾Y"Z©ÅÇ³\ÈG¾U³S°m¯�®qË-¾ ¿ ¸_¯7½¤¾\®Ý¯E»c¯EÉR±«¸q»«­(¶£³£±Í¿£­U¿6¯E³�¿£±«°��£¾¤®G±«®CÈG¯E½¤­¤¿ ¯Â¯�'@¯E®qËS­R¸_­ � ¶£¯Â»«­U®�°m¾/¾R¸K¿ ¯7³-­R¿£­U®Ý¿ ¯Â»«¾U®[È_¸G¯�®Ë£¶£³\È_¾U® � ¶£¯Z­·Ë-­·¸_¯E°m¯E³º¯E³6»Í­1�SÉR¶S¸_­¤¨ ©]Ï�®C¯�­·³��!�
A = (0, 0)
C = (1 +

√
5, 2)

B = (3 +
√

5, 1 +
√

5)�Ç­·½¤¾\®[­¤ÒU¯7¸ � ¶£¯À»«¾U®qÒR¯�°4È_¾R¸_¯E® −−→AB
¹ −→

AC
È_±c¯E³£¯7³µ»Í­�½¤±Í®C½�­�¿ ±«¸_¯E°7°7±c²U³	�e�

−−→
AB = (3 +

√
5, 1 +

√
5)−→

AC = (1 +
√

5, 2)Ø1¯7¸_¾ −−→
AB = 1+

√
5

2 · −→AC
©¬i¶S¯7ÉR¾�ÈG±«¯7³S¯7³µ»«­(½¤±Í®C½�­�¿ ±«¸G¯�°7°7±c²U³i©

?2@0�f@ DFEHILG��\N�TUECXYQCS�T_ILE
k/±�»c¯a­RåS­R¿£±c½¤¾U®Ó­�¶£³�¸_¯E°4ÈK´·³£ÉU¶£»«¾�´·¶£¸_¯7¾�¶£³¥°7¶S­R¿£¸_­U¿ ¾�°m¾U³S®@È_¸G¶S±«¿ ¾�®G¾RÑS¸G¯Z®G¶�»«­U¿ ¾�½�­"¹R¾U¸ ®C¯Z¾UÑ ÈG±«¯7³S¯¾·È_¸G¾6¸G¯�°4ÈK´·³£ÉU¶£»c¾ � ¶S¯ZÈ_­R½aÑ£±��7³;¯E®M´·¶£¸_¯7¾-©&�e¯�¯�®@ÈK­��g¾U¸G½�­���´U°m±«»c½¤¯E³UÈ_¯(®G¯aËS¶£¯E¿ ¯¤°m¾U³S®CÈG¸_¶£±c¸M¶£³S­6®C¶-°m¯E®G±«²R³¿ ¯Z¸_¯E°mÈ_´R³£ÉR¶£»«¾U®q¿ ¯a¾R¸_¾¤°7¾R½¤¾�®G¯À½a¶£¯�®@È_¸_­¤¯E³�»Í­2�SÉU¶£¸K­¤¨£© Ô£©SØ+­·¸K­¤°m¾R³-®@È_¸G¶£±«¸ »Í­¤¯E®GË£±«¸_­R»�� � ¶£¯Z­RËS­·¸_¯E°7¯M¯E³»Í­À½¤±«®G½�­ÀÑS­R®CÈ_­a°m¾R³¤È_¸_­RèE­R¸Ç­·¸K°m¾U® ®C¾UÑ£¸G¯ °E­R¿£­Â¶S³£¾�¿ ¯Ó»c¾\® °m¶-­R¿ ¸K­R¿ ¾\®7©¦Ø1¾ ¿ ¸_Ö«­a°m¾R³\È_±c³/¶S­R¸_®G¯�¿ ±«°��-­À¯E®GË£±«¸_­R»È_­R³\ÈG¾¤Ë-¾U¸ ¿ ¯7³\È_¸G¾�°m¾U½¤¾(Ë�¾R¸]�g¶S¯7¸K­�±«³S¿ ¯��S³£±Í¿£­·½¤¯E³UÈ_¯R©
>��&�� �¡]¢£¡M¤�¥(¦£¤§¥(�¨¥(¢� ¨©c¢£ª/¢£«�¬£¢e©x¤�¥(�� �¤§ª/­�­(ª/®�¢b¦£¬!¥��� �¡B¯£¡��J°/¡���¤�¥(­± ¨²�¢£«�¬£°/¡��+²�¬£¤§¥(¡��_��¡�¢l�¨¥(³L¥µ´�©�¢� �¥(�0¶·�¸�¡�¢�¥(�� �¡M¹�¥(¤�º»©�³L¡��J¼B¬!¥+°/¡��J¦!¬£¢� �¡��_½s¾�¸.¿�À-¥(�§ Á²�¢l©�°/ª/¢£¥�©�¯£¡��0¶Â �&¢b¤§¥0©�°/ª/¯£©�¯$¢!¡�¥(�U¬!¢e©�¥(��¦£ª/¤¨©�°%¦£¤§¡�¦£ª»©�³L¥(¢� ¨¥x¯£ª/­ÁÃe©]¿�©c¼B¬£¥s¥(�� ¨²cÄ�¡�¤§³c©�¯e©L¦j¡�¤_©�¤�­(¡��+¯£¥x­(ª/¤�­(¬£¢!Ä�¥(¤�¥(¢£­(ª»©c¿�¥(¢b­(¡�¢£�¨¥±Å­(¬£¥(¢£­(ª»©]°»©s¹�©�¤�ª»©�­(ª/®�¢�¯£¥(°�¤�©�¯£ª/¡]¢!¡]¥(�#­(¡�¢� ¨º/¢�¬e©!¶
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φ

Ï

Ü%±cÉU¶£¸_­�¨£© Ô	� � ¾R³S®CÈG¸_¶£¹R¯E³S¿ ¾(»«­(¯�®CË£±«¸K­·»!¿ ¯À¾R¸_¾
?2@�Æ.@ DFEHILG��#T_ILX�X�E;�hILP
�#EC�C^$P�ECX
¬�­�¯E®CÈG¸_¯7»«»«­¤Ë�¯7³\È_­RÉR¾U³S­·»�¾�Ë-¯E³\È_´·ÉU¾R³£¾�¯�®@È_¸G¯E»c»Í­R¿£¾�¯7¸K­ 
 ®G¯7ÉU¼£³�»Í­�ÈG¸K­R¿£±«°7±c²U³ 
 ¯E»�®GÖc½�Ñ-¾U»c¾º¿£¯a»«¾U®Ó®G¯7ÉU¶£±�i¿ ¾U¸G¯�®e¿ ¯(ØÇ±cÈ_´RÉR¾R¸K­R®0Ç·©!¬i¾\®MË£±IÈK­·ÉU²R¸_±«°7¾U® Ë�¯7³-®G­RÑS­·³ � ¶£¯¤¯E»%½�¶£³S¿ ¾�¯E®CÈ_­RÑS­º°7¾R³��-ÉR¶£¸K­R¿ ¾�®C¯EÉR¼£³�¶£³;¾U¸_¿£¯7³³/¶£½2�7¸_±«°7¾ 
 ¿£¾R³S¿ ¯e®C²U»c¾ÂÈ_¯7³£ÖÍ­·³�°E­·Ñ£±Í¿£­Â»«¾U®Ç³/¼£½¤¯E¸G¾\®U�g¸_­U°7°7±c¾U³S­·¸_±c¾\®7©¦¬�­Z°7­U®C¶S­R»c±Í¿£­U¿$�£±«è7¾ � ¶S¯ ¯7³�®G¶�Ë£¸_¾RË£±«¾®GÖc½�Ñ-¾U»c¾�®G¯M¯E³S°m¾U³\ÈG¸K­·¸K­Z¶£³µ³/¼£½¤¯7¸_¾¤¸_­R¸G¾&�\¯E»!³/¼£½¤¯7¸_¾¤¿£¯M¾U¸G¾-©

È ©�ÉFÊ	ª  Á²�«�¡�¤�©��¯£¥sË!©�³L¡�� È�Ì ÉJ�	�� �¤�¥(°/°»©M¦�¥(¢!Å Á©�«�¡�¢£©�°
Ü%±«ÉR¶£¸K­(¨£© Í	�

¬�­(¸_¯7»Í­R°7±c²U³º¯7³\È_¸G¯Â»Í­(¿£±«­RÉR¾R³-­·»!¿ ¯7»�Ë-¯E³UÈK´·ÉU¾R³£¾(¸G¯EÉR¶£»Í­·¸q¹º®G¶µ»«­U¿ ¾¤¯E®
φ
©�e¯7½¤¾U®CÈG¸K­R°7±c²U³��k/±�°m¾U³S®G±«¿ ¯E¸_­R½¤¾U®Z¯E»q»«­U¿ ¾;¿ ¯E»�Ë-¯E³\È_´·ÉU¾R³£¾;»«­�¶£³£±Í¿£­R¿â¨ ©«ªºÑ-­R®CÈ_­�­RË£»«±«°E­·¸(¯7»[ÈG¯E¾R¸_¯7½�­�¿ ¯E» °m¾\®C¯E³£¾�­·»ÈG¸_±Í´·³£ÉU¶£»c¾

ABC
¹º¸G¯�®C¶£»cÈ_­ � ¶£¯ AC

¯E®q¯E»!³/¼£½¤¯7¸_¾¤´R¶£¸_¯7¾S©
AC2 = 12 + 12 − 2 · 1 · 1 · cos 108o = 2 · (1 − cos 1080) = 2′61803398...Å+�/ÈG¸K­"¹R¯E³S¿ ¾(»«­(¸K­·±«èM°7¶S­R¿£¸_­U¿£­ 
 ¸_¯E®G¶£»IÈK­ � ¶S¯ AC = 1′6180340... = φ

©
� ¾R³-®C±Í¿ ¯7¸K­·³-¿ ¾º¯E³;»Í­µ®C±«ÉR¶£±«¯7³\È_¯$�SÉU¶£¸K­�¨£©cª�×º¯E»+»«­U¿ ¾�¿£¯7»+Ë�¯7³\È_´RÉR¾R³S¾

AG = 1
Ë£¶S¯E¿ ¯E³;¾UÑ ÈG¯E³£¯7¸K®C¯¤¿ ¯�g¾R¸_½�­(±c³£½¤¯�¿ ±«­·È_­(»Í­R®�®G±cÉU¶£±c¯E³\ÈG¯E®q¯�� Ë£¸G¯�®C±«¾R³S¯E®B�

MF = NG = 1Î�Ê&ª  ¨²�«�¡�¤¨©�� È ­�¶�Ï�Ð�ÑxÅ&­�¶�Ï�Ò�Ò]©!¶ ¸_¶ ÉÁ¾!Óe°/®���¡�Ä�¡M¿c³c©� �¥(³c²� ¨ª/­(¡x«�¤�ª/¥(«�¡L¢e©�­(ª/¯£¡L¥(¢l°»©sª/�¨°»©s¯£¥sË!©�³L¡��0¶



oUpcqsr�tlu#vxwzy%{�|x}j|s~�qsvMwL��|s��vJpl�-~gpct_|s~g�ct_��oUpl�\�1w]����|�p�q�p��L|�o_|
φ

Ô

� ¶S­U¿ ¸G¾�¨ ©«ªj� Ø1¯E³UÈK´·ÉU¾R³£¾(¸G¯EÉR¶£»Í­·¸�¿ ¯Â»Í­R¿ ¾¤¶£³S¾

Ü�±«ÉR¶S¸_­¤¨ ©«ªE×	��� ¯7»Í­R°m±«¾R³S¯E®q¯7³�¶£³µË�¯7³\È_´RÉR¾R³S¾�¸_¯7ÉU¶£»«­R¸�¿ ¯À»«­U¿ ¾¤¶£³£¾

MG = φ

FG = φ − 1 =
1

φ

NF = 1 − FG = 1 − 1

φ
=

φ − 1

φ
=

1

φ2

ÅÇ³µ»Í­$�-ÉR¶£¸K­(¨£©cª�×(»c¾\®�®C¯EÉR½¤¯7³\ÈG¾\®
MN 
 NG

¹
MG

¯E®CÈ_´R³6¯E³6ËS¸G¾UË-¾U¸_°7±c²U³6´·¶S¸G¯�­ 
 ¯E®CÈG¾�¯�®��
NG

MN
=

MG

NG
= φ

Ô]ÕµÖ�Õ�×+Õ Ø�Ù�ÚmÛ�Ü�ÝUÞ+ß�à(ásâ�ÛJÚ
ÅÇ»#Ë-¯E³UÈK´·ÉU¾R³£¾�¸G¯EÉR¶£»Í­·¸Ý¯E®[¶£³£¾¤¿ ¯M»c¾\®ÝË�¾ °m¾\® Ë�¾R»«ÖcÉU¾R³£¾\® ¸_¯7ÉU¶£»Í­·¸_¯E® °7¾R³6¶£³º³/¼£½¤¯7¸_¾aËS¸G±«½¤¾(¿ ¯M»Í­R¿ ¾\®
� ¶S¯ Ë£¶£¯�¿ ¯Ý°7¾R³S®CÈG¸_¶£±«¸_®G¯ ¿ ¯s�g¾R¸_½�­�¯��£­R°mÈ_­e°m¾R³À¸_¯7ÉU»«­ ¹Â°7¾R½¤ËS´U®7©EØ+ÈG¾U»c¾U½(¯E¾Ó¹\­ ¿ ±«¾Ó¶£³�Ë£¸G¾ °7¯E¿ ±«½¤±c¯E³UÈ_¾ËS­·¸K­ZÈK­·»i°7¾R³S®CÈG¸_¶S°7°7±c²U³	ã2�gÒU¯7¸]�SÉU¶£¸_­¤¨ ©«ªRª!�

ä
M

¥(��¥�°�¦£¬£¢� ¨¡M³L¥�¯!ª/¡x¯£¥(°��¨¥(«�³L¥(¢� �¡
OX

¿�­�¥(¢� ¨¤§¡L¯£¥(°�©�¤§­(¡]¼�¬£¥+¦e©��Á©s¦�¡�¤
A

¿
D

¶
A

¥(�J¥(°�­�¥(¢� ¨¤§¡L¯£¥(°�©�¤§­(¡L¼B¬!¥U¦e©��Á©¦�¡�¤
D

¿
B

¶
AB

¥(�J¥(°m°»©�¯£¡]¯!¥�°m¦j¥(¢� Á²�«�¡�¢!¡£¶
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φ

Í

Ü%±cÉU¶£¸K­¤¨£©cªUªj� � ¾R³-®@È_¸G¶S°E°m±«²R³µ°m¾U³6¸_¯7ÉU»«­�¹º°m¾U½¤ËS´R®�¿ ¯E»iË�¯7³\È_´RÉR¾R³S¾�¸_¯7ÉU¶£»«­R¸b�gØ+È_¾R»«¾R½¤¯7¾��
¬�­¤°m¾U³S®@È_¸G¶-°7°m±«²R³ºÈG±«¯7³£¯À¸_¯7»Í­R°7±c²U³6°7¾R³�¯7»i³/¼£½¤¯7¸_¾¤¿ ¯À¾R¸_¾S©
Ø%¾ ¿ ¯E½¤¾U®�®G¯7ÉR¶S±c¸q»«¾U®�®G±cÉU¶£±c¯E³\ÈG¯E®qË-­R®G¾U®[ËS­·¸K­(°m¾R½¤Ë£¸_¾RÑ-­·¸ � ¶£¯Â¯7»i½2�mÈ_¾ ¿ ¾�®C¯EÉR¶£±Í¿ ¾¤¯E®q¯�� ­U°4È_¾	�

• ØÇ¸_¾RÑS­R¸ 
 ¶ ÈG±«»«±cè�­·³S¿ ¾�ËS­R¸_­�¯E»c»«¾º¶S³¥ÈG¸_±Í´·³£ÉU¶£»c¾º±«®G²U®_°m¯E»c¯�®Ó¿ ¯¤´·³£ÉU¶£»«¾U® 72o, 72o ¹ 36o 
�� ¶£¯ φ =
2 · cos 36o ©

• ØÇ¸_¾RÑS­R¸ � ¶£¯M¯7³6ÈG¾ ¿ ¾�ÈG¸_±Í´·³£ÉU¶£»c¾�±«®G²U®_°m¯E»c¯�®Ý¿£¯7»�ÈG±«Ë-¾�­R³UÈ_¯7¸_±c¾U¸ ¯E»!»«­U¿ ¾a½�­"¹R¾U¸ ¹�¯E»#½(¯E³£¾R¸[¯E®CÈ_´R³¯7³µË£¸_¾RË�¾R¸K°m±«²R³�´·¶£¸_¯E­S©
• � ­·»Í°m¶S»«­R¸Ý°m¶-´·³\ÈG¾ZÒ¦­R»c¯e¯7»#»«­U¿ ¾a¿ ¯M¶£³�Ë�¯7³\ÈK´·ÉR¾U³£¾Z¸_¯7ÉU¶£»«­R¸Ç±«³S®G°7¸G±cÈG¾�¯7³�¶S³6°mÖ«¸K°m¶£»«¾a¿ ¯e¸_­U¿ ±c¾ºªBå·©) ®_­·¸�¯E»!Ë£¸_±c½¤¯7¸�¸_¯E®G¶£»cÈ_­U¿ ¾¤ËS­·¸K­�°7¾R³S°7»c¶S±c¸ � ¶£¯Â¯E®CÈG¯ÀÒ¦­R»c¾U¸[¯�® ¿ ¯��

√

5 −
√

5

2

• � ¾R½¤Ë£¸_¾RÑ-­·¸ � ¶£¯�¯E®G¯a½¤±«®G½¤¾�Ò¦­·»«¾R¸e¯E®e¯7» � ¶S¯�®G¯a¾RÑ£ÈG±«¯7³£¯(°m¾R³�»Í­º°7¾R³S®CÈG¸_¶S°E°m±«²R³¥¿ ¯�Ø+ÈG¾U»c¾U½(¯E¾¯7³µ¯E»!½(±Í®G½(¾�®G¶£Ë£¶S¯E®CÈG¾�¿ ¯ � ¶£¯Â¯7»�°7Öc¸K°m¶S»c¾¤°m±«¸_°7¶£³S®_°m¸_±IÈ_¾(ÈG¯7³SÉU­(¸_­U¿ ±«¾6ªU©
æ£ç ¶	�MËS¶S¿ ¾��S­U°m¯7¸ � ¶£¯À»«¾U® Ë£±IÈK­·ÉU²R¸_±«°7¾U®[®C±«³\ÈG±«¯7¸K­·³6È_­·³\ÈK­�­R¿ ½¤±«¸_­U°m±«²R³ºË�¾R¸Ó¯7»i³/¼£½¤¯7¸_¾�´·¶£¸_¯7¾�èU© � ­R®G±°m¾R³¥ÈG¾ ¿£­�®C¯EÉR¶£¸_±«¿S­R¿ 
 ËS­·¸K­�»Í­º¯�®G°7¶£¯7»Í­�ËS±IÈK­·ÉR²U¸G±Í°7­�»«­�°m¾U³S®C±Í¿ ¯E¸_­U°m±«²R³¥¿ ¯E»%±«¸_¸_­U°m±«¾R³S­R» 51/2 
 ¿ ¯¤°m¶£¹\­¯�� ±«®CÈG¯E³S°m±Í­�ÈG¶£Ò/±«¯7¸_¾R³ °7¾R³S°7±c¯E³S°m±Í­�­R³\ÈG¯E® � ¶£¯�¿ ¯ 21/2 
 È_¶£ÒR¾ � ¶£¯�°E­·¶S®_­·¸(¶£³S­ÆË£¸_¾��g¶S³S¿£­;¸G¯�éS¯�� ±«²R³¯7³Æ»«­U®ÂÈG¯E¾R¸_Ö«­U®M¿£¯�»«­µ®G¯E°4ÈK­£©Jk/±ÇÈG±«¯7³£¯�®Z­·»«ÉR¶£³-­�¿£¶S¿£­�¿ ¯¤»Í­R®À¸_¯7»Í­R°7±c¾U³£¯E®Â¿ ¯E»+³\¼S½(¯E¸G¾�´R¶£¸G¯E¾�°m¾R³Æ¯7»Ë-¯E³UÈK´·ÉU¾R³£¾�¯E®CÈG¸_¯7»«»«­U¿ ¾9©c©«©ëê ½¤±c¸K­�»«­�®G±cÉU¶£±«¯7³\ÈG¯1�SÉU¶£¸_­�¨£©cª"¨�ì 
 ¹;­R®GÖ+�S­U®@ÈK­6¯E»Ç±«³��S³£±cÈG¾-©#k/±«¯7½¤Ë£¸_¯ � ¶S¯¯7³S°7¶£¯7³\ÈG¸_¯E®[¶£³µË�¯7³\È_´RÉR¾U³£¾�¸_¯7ÉU¶£»Í­·¸qË-¾ ¿ ¸K´R®]�-­R°m¯E¸q»c¾�½¤±Í®C½¤¾S©

í�î ª/­ÁÃ£¡M¹�©�°/¡�¤�¹�©�°/¥
2 · sen 36o

¶
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φ

ª�×

Ü%±«ÉR¶£¸K­(¨£©cª"¨��/Ø1¯7³\È_´RÉR¾U³£¾U®[¯E®CÈG¸_¯7»«»Í­R¿ ¾\®
Ô]ÕµÖ�Õ�Ô]Õ ïCÞñð
Ü&à(òëásâ�ásóñÛ�ô�Ü	õ(Þ÷öøÛ#ù
â]ú�óñÛ�Ü	áñû�ÛzásÜ%á

� ¾R³-®C±Í¿ ¯7¸_¯7½¤¾\®�¶£³¥Ë�¯7³\È_´RÉR¾U³£¾�¸_¯7ÉR¶S»«­R¸Ó¯7³�¯7»1°m¶S­R»%®G¯$�S­R³�¿ ±«Ñ£¶e'C­U¿ ¾º»Í­R®e¿ ±«­RÉR¾U³S­·»«¯E®E©SÅÇ³;¯E®CÈ_­2�-ÉR¶£¸K­®G²R»«¾(­RËS­·¸_¯E°7¯7³6ÈG¸_¯E®�´·³SÉR¶£»«¾U®q¿ ±��g¯7¸_¯7³\ÈG¯�®�� ½¤±Í¿ ¯7³
36o, 72o y 108o.

Ü%±«ÉR¶£¸K­�¨ ©«ªEÃ	�\Ø1¯E³UÈK´·ÉU¾R³£¾(¸G¯EÉR¶£»Í­·¸�°7¾R³µ®C¶S®�¿£±«­RÉR¾R³-­·»«¯E®[¹º´·³SÉR¶£»«¾U®
¬�­M¸_¯7»Í­R°7±c²U³a¯7³\È_¸G¯q¯E®CÈG¾\®+´·³£ÉU¶£»«¾U®%¯E®+»Í­Â®C±«ÉR¶S±c¯E³UÈ_¯j�UÏR¨Ó¯�®1¯7»S¿£¾RÑ£»«¯�¿ ¯ ÃRÌM¹�ª�×RÔM¯E®1¯E» ÈG¸_±cËS»c¯ ¿ ¯�ÃUÌ£©¦ÅÇ³¤»Í­�SÉU¶£¸_­��S­"¹ÀÒ¦­·¸_±c¾\®!È_±cË�¾U®+¿ ¯ÝÈG¸_±Í´·³£ÉU¶£»c¾\®�±Í®G²U®_°m¯7»«¯E® 
 ¿ ¯Ý»«¾U®1°7¶S­·»«¯E®1®G¯7»«¯E°7°7±c¾U³S­·½¤¾\®!ÈG¸_¯E®B�"»c¾\®iÈ_¸G±Í´·³SÉR¶£»«¾U®_ü.ý � 
ü.ý1þø¹-ü.þ]ÿ;© ÅÇ»i¸_¯E®CÈG¾�¿£¯eÈ_¸G±Í´·³SÉR¶£»«¾U®q®G¾R³6®G¯7½¤¯�'C­·³\ÈG¯�®[­(­·»«ÉR¶S³£¾U®q¿ ¯l�E®CÈG¾\®Ý¹º³£¾�­·Ë�¾R¸GÈ_­·³º±c³��g¾U¸G½�­U°m±«²R³­R¿£±«°7±c¾U³S­·»&©£Ü%±c³S­R»c½¤¯E³UÈ_¯��S­"¹º°m¶-­¦ÈG¸_¾¤®C¯EÉR½¤¯7³\ÈG¾\®�¿ ±��g¯7¸_¯7³\ÈG¯�®q¯7³�¯E®CÈG¾U®[È_¸G±Í´·³SÉR¶£»«¾U® � ¶£¯À»«»«­R½¤­R¸G¯E½¤¾U®B�

BE = a, AB = AE = b, AF = BF = AG = c y GF = d¬�­U®[»c¾U³£ÉR±cÈG¶S¿£¯E®�¿ ¯À¯�®@È_¾U®�®G¯7ÉR½¤¯E³UÈ_¾U®q°m¶S½(ËS»c¯E³ � ¶£¯ a > b > c > d
©� ¾R³-®C±Í¿ ¯7¸_¯7½¤¾\®%°E­R¿£­M¶£³S¾Â¿£¯�¯E®CÈG¾U®%È_¸G¯�®1ÈG¸_±Í´·³£ÉU¶£»c¾\®%Ë-¾U¸ ®C¯EËS­·¸K­R¿£¾Ó¹�­RË£»«± � ¶£¯E½(¾\®1¯7» È_¯7¾U¸G¯E½¤­Â¿ ¯E»S®G¯7³£¾-©���������
	���
��������
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φ

ªUª

Ü�±«ÉR¶S¸_­�¨ ©«ª7Ê&� Õ�¸_±«´R³£ÉR¶S»c¾2"��[Å
a

sen 108o
=

b

sen 36o
⇒ a

b
=

sen 108o

sen 36o���������
	���
��������

Ü%±cÉU¶£¸_­�¨£©cª"Û�� Õ�¸_±Í´·³£ÉU¶£»c¾2"��qÜ
b

sen 108o
=

c

sen 360
⇒ b

c
=

sen 108o

sen 36o���������
	���
��������

Ü%±«ÉR¶£¸K­�¨ ©«ªEÌ	�/Õ�¸_±«´R³£ÉR¶£»«¾2"ÓÜ#,
c

sen 72o
=

d

sen 36o
⇒ c

d
=

sen 72o

sen 36o
=

sen 108o

sen 36o
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φ

ª"¨
�gÒU¯7¸�³£¾RÈ_­¤­·»!ËS±c¯��!�
ÅÇ³�°m¾U³S®G¯E°m¶S¯7³S°7±«­�Ë-¾ ¿ ¯E½¤¾U®q¯E®CÈ_­RÑ£»«¯E°m¯E¸�»«­U®�®C±«ÉR¶S±c¯E³UÈ_¯E®[Ë£¸_¾RË�¾R¸K°m±«¾R³£¯�®��

a

b
=

b

c
=

c

d
=

sen 108o

sen 36o
= 1′618033988...

Å ®Ý¿ ¯E°7±c¸ 
 ¶£³-­ZÒR¯Eè�¾R¸K¿ ¯7³-­R¿£­U®+»«­U®Ç»«¾R³£ÉU±IÈ_¶S¿ ¯�® ¿ ¯ »«¾U®Ý°m¶S­·ÈG¸_¾a®G¯7ÉR½¤¯E³UÈ_¾U®Ç¿£¯ ½�­"¹R¾R¸Ý­À½¤¯7³£¾U¸ 
 »Í­À¸K­·èE²R³¯7³\È_¸G¯(°7­R¿S­�¶£³S­�¿ ¯a¯E»c»Í­R®e¹µ»«­�®G±cÉU¶£±c¯E³\ÈG¯Z¯�®M°7¾R³S®CÈ_­R³\ÈG¯Z¯(±cÉU¶S­·»%­�³/¶£¯�®@È_¸G¾6³\¼S½(¯E¸G¾6¿ ¯�¾U¸G¾-©-Õ�¾R½�­·³-¿ ¾�»Í­Ë£¸_±c½¤¯E¸_­(¿ ¯À»Í­R®qË£¸_¾RË�¾R¸K°m±«¾R³£¯�® 
 È_¯7³£±«¯7³S¿£¾(¯E³�°m¶£¯E³UÈK­ � ¶S¯ c = a − b
¹f�-­R°m±«¯7³-¿ ¾

b = 1
�

a

b
=

b

c
⇒ a

b
=

b

a − b
⇒ a

1
=

1

a − 1
⇒ a2 − a − 1 = 0 ⇒ a =

1 +
√

5

2�g¯E»i³/¼£½¤¯7¸_¾�¿ ¯Â¾R¸_¾m�¬i¶S¯7ÉR¾¤¿ ¾\®�¿ ¯À¯E®CÈG¾\®�®C¯EÉR½¤¯7³\ÈG¾\®q°m¾R³-®C¯�°m¶ È_±cÒU¾U®q°m¶£½¤Ë£»«¯7³µ»Í­(Ë£¸G¾UË-¾U¸_°7±c²U³6´R¶£¸G¯�­£©/Ø1¾R¸qÈK­·³\ÈG¾&�
1 +

√
5

2
=

sen 108o

sen 36o

Ô]ÕµÖ�Õ��]Õ �\á+ô�ÛJâ�ß�à�ÞUÚYû�ÛJù2â]ú�óñÛ�Ü%á �"!cÜ%Û�á
φ0 = 0 + 1 = 1 + 0
φ1 = 0 + φ = 1 + 1

φ

φ2 = 1 + φ = 2 + 1
φ

φ3 = 1 + 2 · φ = 3 + 2
φ

φ4 = 2 + 3 · φ = 5 + 3
φ

φ5 = 3 + 5 · φ = 8 + 5
φ

φ6 = 5 + 8 · φ = 13 + 8
φ

φ7 = 8 + 13 · φ = 21 + 13
φ©«©c©«©c©# ­R®GÖ#®G¶S°7¯E®G±cÒ¦­·½¤¯E³UÈ_¯R©£ÐeÑS®G¯7¸_Ò"­R½¤¾U® � ¶£¯Â°7­U¿£­�Ë-¾RÈG¯7³-°m±Í­�¿ ¯ φ

�2¿ ¯E®_¿ ¯M»«­aÈG¯E¸_°7¯7¸K­ 
 »Í­(¿ ¯Â¯�� Ë-¾U³£¯7³\È_¯M¨ 
¯7³�­U¿ ¯7»Í­·³\ÈG¯M¯E®Ó®C¶£½�­¤¿ ¯À»Í­R®q¿ ¾\®�Ë-¾RÈG¯E³S°m±Í­R® � ¶£¯Â»«¯ÀË£¸G¯�°m¯�¿ ¯7³&�m©
?2@%$2@ DFEHGJS-KMILGJN�OCP `�I'&�N�(h^CP-ECKMKxN

� ¾R³-®C±Í¿ ¯7¸_¯7½¤¾\® »Í­�®C±«ÉR¶S±c¯E³UÈ_¯À®C¶S°7¯E®G±c²U³6¿ ¯À³/¼£½¤¯E¸G¾\®��
{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...}� ­R¿S­�³/¼£½¤¯E¸G¾ 
 ­¤ËS­·¸GÈG±«¸Ó¿ ¯E»!ÈG¯E¸_°7¯7¸_¾ 
 ®G¯À¾RÑ£ÈG±«¯7³£¯Z®G¶£½�­·³S¿£¾�»c¾\® ¿ ¾U® � ¶S¯Z»c¯ÀËS¸G¯�°m¯E¿£¯7³i©£ÅÝ®@ÈK­�®C¶-°m¯E®G±«²R³¯E®q»«»Í­·½�­R¿£­¤®G¶S°m¯�®C±«²R³µ¿ ¯ÀÜ%±cÑ�¾R³-­R°7°7±*)¬�­�®C¶S°7¯E®G±c²U³ø¿ ¯;Ü%±«Ñ-¾U³S­R°E°m±MË£¸_¯E®G¯7³\È_­x¿ ±«ÒR¯E¸_®_­R®�¸G¯EÉR¶£»Í­·¸_±«¿S­R¿ ¯�®�³/¶£½2�7¸_±«°E­R®E© Ø+­·¸K­ � ¶£¯�¸_¯E®G¶£»cÈG¯�½�´U®®G¯7³S°7±c»«»c¾a»«­U® ¯E³\¶S³S°m±«¾Z¯7³6°7­R®G¾U® ËS­·¸GÈG±Í°m¶S»«­R¸G¯�®c��­R¶£³ � ¶£¯e®G¯e°7¶£½¤Ë£»«¯7³�¯E³ºÉR¯E³£¯7¸K­·» �4© � ¾R³S®G±«¿%�7¸_¯E®G¯ »«­�®C±«ÉR¶S±c¯E³UÈ_¯È_­RÑ£»Í­¤¨£© ¨��

k/±Ó®G¶£½�­R®�»«¾U®�°7¶S­¦È_¸G¾9Ë£¸_±«½(¯E¸G¾\®(È0�E¸G½¤±«³£¾U®�¹ »c¯;®C¶£½�­U®�ªµÈG¯¥®_­·»«¯�¯7»Ó®G¯��/È_¾S©xk/±M®C¶S½¤­U®�»«¾U®�°7±c³S°7¾Ë£¸G±«½¤¯7¸_¾U®MÈ��7¸_½(±«³£¾\®Z¹Æ»c¯�®C¶£½�­U®�ª�ÈG¯�®G­R»c¯º¯7»Ý®0�7Ë£ÈG±«½(¾-©�Å ®CÈG¾;¯E®B�
f1 + f2 + f3 + f4 + 1 = f6

¹
f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + 1 = f7

©+ ¸�¡�³L¡
72

o
= 180

o
− 108

o
¾e¤�¥(��¬£°  Á©!¾e©�°m�¨¥(¤��¨¬!¦£°/¥(³L¥�¢� ¨©�¤�ª/¡��J¼B¬!¥-,

sen 72
o

= sen 108
o
¶.��&�U¥(°	�¨¡ Ì ¤§¥(¢£¡�³ Ì ¤§¥]­(¡�¢C¥(°&��¥x­(¡�¢£¡�­(ª/®�©�°%¤�ª/­(¡�­�¡�³L¥(¤§­(ª»©�¢� �¥�/�¥(¡�¢e©�¤§¯£¡l¯!¥]Ê&ª/�¨© È�0�021 Ò�Å 0 Ñ%3�Ò�ÉÁ¶
4_ª»©�´�®c¦�¡�¤+¥(°%¢£¡�¤§ �¥]¯£¥½#Ä�¤§ª/­0©ë¿c½_��ª»©s¿L �¤¨©�´§¡L©x�&¬£¤§¡�¦e©L©�°/«�¬£¢£¡���¯£¥+°/¡���­(¡�¢£¡�­(ª/³Lª/¥(¢� �¡��#¯!¥U°»©x­(¬£°  �¬£¤�©L²�¤¨© Ì ¥+¥+Ã£ª/¢£¯65m¶e�	¢� �¤�¥+¡� �¤§¡��#¥(°m��ª/�� �¥(³c©s¯£¥¢�¬£³L¥(¤¨©�­(ª/®�¢�©�¤�² Ì ª/«�¡ È ¥(°�¼B¬!¥+¬£�Á©�³L¡��ÁÉ�Ä�¤§¥�¢� �¥x©�°�¤�¡�³c©�¢!¡£¶
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φ

ª�Ã
� ª � ¨ � Ã � Ê � Û � Ì � Ï � Ô � Í � ªE× � ªUª � ª�¨ � ªEÃ � ª7Êª ª ¨ Ã Û Ô ª�Ã ¨ ª ÃRÊ ÛRÛ Ô�Í ª7ÊUÊ ¨·ÃRÃ Ã/ÏRÏ
� ¶S­U¿ ¸G¾�¨ ©Ä¨��£¬�¾U®�°E­¦ÈG¾U¸_°7¯eËS¸G±«½¤¯7¸_¾U®ÝÈ0�E¸G½¤±«³£¾U®�¿ ¯À»Í­¤®C¶-°m¯E®G±«²R³µ¿ ¯ÀÜ�±«Ñ�¾R³S­U°7°m±

k/±%®G¶£½�­R®Ó»c¾\®�È_¸G¯�® Ë£¸_±c½¤¯E¸G¾\®�È0�E¸G½¤±«³£¾U® � ¶£¯Z¾ °m¶£Ë-­·³¥Ë�¾U®G±«°7±c²U³�±c½¤ËS­R¸ È_¯�®_­·»«¯Z¯7»1®C¯��/ÈG¾�È��7¸_½(±«³£¾-©�k/±®C¶£½�­U®Ý»«¾U®q°7¶S­¦È_¸G¾�Ë£¸G±«½¤¯7¸_¾U®ÝÈ0�E¸G½¤±«³£¾U® � ¶£¯M¾ °m¶£ËS­R³6Ë�¾U®G±Í°m±«²R³º±«½¤ËS­·¸�®_­·»«¯e¯E»!¾ °4È_­"ÒU¾ZÈ��7¸_½(±«³£¾-©\ÅÝ®@È_¾¯E®B�
f1 + f3 + f5 = f6

¹
f1 + f3 + f5 + f7 = f8

©
k/±�®G¶£½�­R® »c¾\®ÇÈ_¸G¯�® ËS¸G±«½¤¯7¸_¾U®1È��7¸_½(±«³£¾\® � ¶£¯e¾/°7¶£ËS­R³�Ë-¾\®C±Í°m±«²R³�Ë-­·¸[¹(»«¯e®G¶£½�­R®Óª È_¯M®_­·»«¯ ¯7»#®0�7Ë È_±c½¤¾S©k/±Ó®G¶£½�­R®¤»«¾U®�°m¶-­¦ÈG¸_¾U®(Ë£¸_±«½(¯E¸G¾\®�È0�7¸_½¤±c³S¾U® � ¶£¯�¾ °m¶£Ë-­·³ Ë-¾\®C±Í°m±«²R³ ËS­·¸�¹ »c¯¥®G¶£½�­R®µª�È_¯¥®G­R»c¯µ¯7»³£¾¦ÒR¯E³£¾S©/Å ®CÈG¾¤¯E®B�

f2 + f4 + f6 + 1 = f7
¹

f2 + f4 + f6 + f8 + 1 = f9
©

"�¿ ¯7½�´R®B�
f2

n + f2
n+1 = f2n+1

©
�+¯E­·½¤¾\® � ¶	��¾/°7¶£¸_¸G¯�®G±S¿ ±«Ò\±Í¿ ±«½¤¾U®Ç¿ ¾\®1È0�E¸G½¤±«³£¾U® °m¾R³-®C¯�°m¶ È_±cÒU¾U®]��®G±c¯E½¤Ë£¸G¯�¯E»£½�­"¹R¾U¸+¯7³\ÈG¸_¯q¯7»S½¤¯E³£¾R¸��¿ ¯À¿ ±«°��-­(®G¶S°7¯E®G±c²U³��
1 : 1 = 1

2 : 1 = 2

3 : 2 = 1′5

5 : 3 = 1′6̂

8 : 5 = 1′6

13 : 8 = 1′625

21 : 13 = 1′6153846...

34 : 21 = 1′6190476...

55 : 34 = 1′6176471...

89 : 55 = 1′6181818..." »ÇÈG¾R½�­R¸À½¤´U®ÂÈ0�E¸G½¤±«³£¾U®À°7¾R³S®G¯E°7¶ ÈG±«ÒR¾\®Â¿ ¯�»«­�®G¶S°7¯E®G±c²U³;¹h�S­R°7¯7¸À®C¶x°7¾/°7±c¯E³\ÈG¯�³£¾\®À­R°m¯E¸_°E­·½¤¾U®Â°E­R¿£­�ÒR¯Eè½�´R®�­
φ
©
L = lim

fn

fn−1
= lim

fn−1 + fn−2

fn−1
= lim

(

1 +
fn−2

fn−1

)

= 1 + lim
fn−2

fn−1
= 1 +

1

LØ1¾R¸[È_­R³\ÈG¾	�
L = 1 + 1

L ⇒ L2 − L − 1 = 0 ⇒ L = φ
©

¬�­�Öc³\ÈG±«½�­(¸G¯E»«­U°m±«²R³�¯��/±Í®CÈG¯7³\È_¯e¯E³UÈ_¸G¯Â»Í­�®G¶S°7¯E®G±c²U³6¿ ¯ÀÜ%±cÑ�¾R³-­R°7°7±#¹�»«­(¸K­·èE²R³º´R¶£¸G¯�­ � ¶£¯�¿£­¤¿ ¯e½�­R³£± i�S¯E®CÈG¾¤¯7³�»Í­�®C±«ÉR¶£±«¯7³\È_¯��g²U¸G½�¶£»Í­a¯��/ËS»cÖÍ°m±cÈ_­¤ËS­R¸_­�¯7»!³%i¨��®C±«½¤¾�È��7¸_½¤±c³£¾�¿ ¯ZÜ%±«Ñ-¾U³S­R°E°m±¨�
fn = 1√

5
·
[(

1+
√

5
2

)n

−
(

1−
√

5
2

)n] ��ÒR¯E¸�³£¾·ÈK­(­R»!Ë£±«¯À³\¼S½�©87B�

9��&�� ¨©
¥;:B¦£¤§¥���ª/®�¢-¯e©$¥;:£©�­± ¨©�³L¥�¢� �¥$¥(°#¢!Å=<(�¨ª/³L¡b �<�¤§³Lª/¢£¡
¯£¥�°»©C�¨¬£­(¥(�¨ª/®�¢.¯£¥?>%ª Ì ¡�¢e©�­(­�ª È ©�°#¯£¥(�Á©�¤§¤�¡�°/°»©�¤§°»©!¾�°»©�� √

5
�¨¥­�©�¢£­(¥(°»©�¢�É±¾!¦�¥�¤§¡s¦e©�¤¨©ë¢@5£³L¥(¤�¡��

fn

¯£¥J°/¬£«�©�¤�³x¬!¿]©(¹�©�¢BA�©�¯£¡x¥(��Ä ©��§ ¨ª/¯!ª/¡��Á©+¯£¥J¬! ¨ª/°/ªCA�©�¤(¾��¨ª Ì ª/¥(¢L¦£¬£¥(¯£¥(¢c­(¡�¢£�¨¥(«�¬£ª/¤§�¨¥ Ì ¬£¥(¢e©��©�¦£¤§¡2:Bª/³c©�­(ª/¡�¢£¥(�U³L¥(¯£ª»©�¢� �¥s°/¡�«�©�¤�ª  �³L¡��0¶�D# �¤�©LÄ�®�¤§³M¬£°»©]³x¬£­ÁÃ£¡L³c²��J�¨¥(¢£­(ª/°/°»©]¦e©�¤�©�­�©�°/­(¬£°»©�¤§°/¡c­�¡�¢!�¨ª/�� �¥s¥�¢b¯!ª ¹!ª/¯£ª/¤J¥(¢� �¤§¥M°»©
√

5
°»©x¢!Å=<(��ª/³c©s¦�¡� �¥�¢!­�ª»©]¯!¥

φ
¿�¤§¥(¯£¡�¢£¯£¥�©�¤_¥(°�¢E5£³L¥(¤§¡]¡ Ì  �¥(¢£ª/¯£¡c©�°�¥(¢� ¨¥(¤§¡L³c²��J­(¥(¤§­0©�¢!¡£¶j�&�J¯£¥(­�ª/¤F,

fn = E

[

φn

√

5

] ¶
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Ü%±«ÉR¶£¸K­(Ã£©Ä¨��%" »«èE­U¿ ¾�¿ ¯ÀÅÇ»iØ+­R¸CÈ_¯7³£²U³
ÅÇ³µ»Í­$�-ÉR¶£¸K­�ÃS© ¨(®G¯ÂË£¶£¯E¿£¯Z°m¾R½¤Ë£¸_¾RÑ-­·¸ � ¶£¯ AB

CD
= φ 
 AC

AD
= φ

¹�ÈK­·½aÑS±��E³ � ¶£¯ CD

CA
= φ

©
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2 · φ ©

Ü%±«ÉR¶£¸K­¤Ã£© Ã%� ØÇ±«¸_´R½¤±«¿ ¯À¿ ¯�]Â¯E¾RËS®
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oUpcqsr�tlu#vxwTS�{�|svY�VU#~�|s�bw÷��| w]�bw |x� |svYp��Lt_|RW&|svY������|YX
w[Z�vJp ��pctlu#�cp�v�|�\�p ª�Ô

Ü%±«ÉR¶£¸K­(Ã£©]Ï��£¬i¯�¿£­2"[ÈG²U½(±Í°7­

Ü%±«ÉR¶£¸K­¤Ã£© Ô%�£Õ�¯7½¤Ë£»«¾�¿ ¯ � ¯7¸_¯E®



oUpcqsr�tlu#vxwTS�{�|svY�VU#~�|s�bw÷��| w]�bw |x� |svYp��Lt_|RW&|svY������|YX
w[Z�vJp ��pctlu#�cp�v�|�\�p ª!Í
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