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Paseando entre la Matematica Recreativa
y la Programacién Recreativa!l

Blas Ruiz Dpto. de Lenguajes y Ciencias de la Computacion. Universidad de Malaga.

blas@lcc.uma.es

Resumen.- La Programacion Recreativa (ProRec) es la disciplina que motiva el estudio
de la programacién de computadores a través de problemas lidicos. Los problemas tipicos que
estudia esta disciplina son similares a los de la Matematica Recreativa (MatRec), lo que
lleva a veces a identificar ambas disciplinas. Sin embargo, los métodos de una y otra pueden
llegar a ser muy diferentes. El objetivo de la ProRec es escribir programas, mientras que en
la Mat’Rec podemos ayudarnos de éstos para enunciar conjeturas sobre la solucion.

Desde una vision educativa son muy interesantes aquellos problemas que motivan de forma
natural el estudio elemental de resultados notables de la teoria de nimeros (7 eoNum),
entendiendo por elemental cuando solo es necesario para la comprension del resultado un
conocimiento basico del algebra: por ejemplo, la conjetura de Goldbach o el teorema de
Dirichlet.

La escritura de programas de ordenador utilizando un lenguaje de programacion proximo a
la notacién matematica (como por ejemplo Haskell) constituye un primer paso a la solucién del
problema, ya que obtenemos con poco esfuerzo sencillos y elegantes programas tan proximos

'Resumen, transparencias, y referencias utilizadas en la conferencia de clausura de las XIV CEAM (Congreso de Enserianza y Aprendizaje de
las Matemdticas), Malaga, 4-6 de Julio de 2012. Este trabajo ha sido sufragado en parte por los Proyectos de Investigacién nacionales ReSCUE
TIN2008-05932 y PO7-TIC03131.



Paseando entre la Matemdtica Recreativa y la Programacion Recreativa. Malaga, XIV CEAM, 6 Julio 2012 2

a la descripcion del problema que su correccién es inmediata. Estos programas conducen a un
primer analisis del problema estableciendo conjeturas sobre la solucion.

Desafortunadamente, para los problemas que analizamos, tales programas pueden ser casi
inGtiles si son extraordinariamente ineficientes. Pero estas conjeturas permiten refinar poste-
riormente el programa, y asi sucesivamente se obtiene una interaccion MatRec="ProRec
ciclica mutuamente enriquecedora.

Interesa a veces en este proceso de interaccién usar resultados célebres de la 7 eoN um ya
que conducen a propiedades de facil comprobacién computacional, que casi caracterizan a las
soluciones y que derivan en programas eficientes.

Pero lo mas importante es que esta interaccion MatRec="ProRec desarrolla de forma
natural un modelo matematico del problema.

Exponemos en esta conferencia dos problemas que ilustran la interaccion MatRecSProRec
a través de la TeoNum. Uno de ello es un puzzle égico: el problema PS de Freudenthal;
el otro es un problema aritmético/combinatorio: la distribucién de los Nimeros [-Separables
(aquellos naturales tales que sus divisores positivos pueden repartirse en [ grupos disjuntos
con idéntica suma).

Palabras clave: programacion recreativa, matematica recreativa, puzzles logicos, teoria
de numeros.
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Blas Ruiz Dpto. de Lenguajes y Ciencias de la Computacion. Universidad de Malaga.

blas@lcc.uma.es

Programacion Recreativa = Computer Recreations
(Juegos de Ordenador)

Alexander Dewdney la populariza en Scientific American en 80’s.

Sustituyé a Mathematical Games, de M. Gardner |25 anos!

“Martin Gardner, guri de los juegos matematicos ..."

Abel Grau
El Pais, 25 de mayo de 2010
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El paseo MatRecSProRec

{» Comenzamos con pautas de la MatRec: con lapiz y papel, o
ien la cabeza!, construimos un modelo matematico.

{» Con poco esfuerzo producimos programas Haskell que
describen el modelo, préximos al problema,
y correctos por construccion.

{» Desafortunadamente, para los problemas que expondré, estos
programas pueden ser ineficientes.

{» Pero ...conducen a alguna conjetura sobre la solucién.




Ut
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{> Probada la conjetura, pasa a ser una propiedad de la solucién.

{> La propiedad debe ser esencial
(1) de comprobacién computacional sencilla,
(2) casi debe caracterizar a las soluciones.

{> Refinamos el programa introduciendo tal propiedad esencial
para acelerar su ejecucion.

{> Nuevas ejecuciones/experimentos permiten obtener mas
conjeturas,

...y asi ciclicamente ...

i Con nuestros programas enunciamos nuevos resultados,
y construimos sus pruebas!
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Este paseo M'RSPR deriva en una investigacion matematica
experimental de calidad, usando resultados elementales

Recordemos a Vladimir Arnold (1937-2010):

Las matemdticas son una parte de la fisica. La fisica
es una ciencia experimental, parte de las ciencias
naturales. Las matemdticas son la parte de la fisica en
la que los experimentos son mds baratos.

Arnold, el matematico que amaba los problemas
Manuel de Leodn,

El Pais, 11 de Junio 2010
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Algunos resultados esenciales de la 7 son dificiles de motivar.

El profesor de Matematicas/Programacion debe valorar:
(> el interés formativo y didactico de sus demostraciones,

{> la importancia de sus aplicaciones

llustraremos el paseo MRSPR con dos puzzles:

e El puzzle légico P-S de Freudenthal.

e Un problema de reparto en Zumkia, original problema
aritmético/combinatorio.

y como de ésta interaccion aparecen de forma natural resultados

fundamentales de la 7N
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El puzzle 16gico P-S de Hans Freudenthal
(No. 223, Nieuw Archief Voor Wiskunde, 17, 1969)

A comunica a dos personas S y P:

{») He tomado dos naturales x e y verificando
<z <y, x + 1y < 100.

{ Daré a P el producto xy, y a S la suma x + v.
Al cabo de un tiempo escuchamos el siguiente dialogo:

P.- No sé tu suma.

S .- Ya lo sabia.

P.- Ahora ya sé tu suma.
S.- Y yo tu producto.

Encontrar el par (x,y).

Obsérvese la elegancia del enunciado
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Escudrinando la aritmética del puzzle P-S.

La conjetura de Goldbach.

S - Ya lo sabia. = S.- No sabes mi suma.

iSi S tuviera la suma de dos nimeros primos, P podria tener el
producto de dos primos!

P .- No sé tu suma. }

Por la conjetura Goldbach (G), S no puede tener una suma par,
... al menos hasta sumas jenormes!:

x4y < 12 - 1017 (Oliveira e Silva, 2008):
... 'y a partir de sumas jmas enormesl!:

z+vy > 3,3- 1010 (Chen y Wang 1989)

i Hay alguna suma par solucién en el modesto intervalo
121017 < s < 3,3.10%00 7
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Algo de historia del puzzle P-S

wikipedia ~~ Hans Freudenthal (1905-1990)

~+ Impossible puzzle (acufiado por M Gardner)
~~ publicaciones recientes.

Nieuw Archief Voor Wiskunde ~~ Freudenthal
~» Hans van Ditmarsch (légica epistémica, 2009, 2007)

Hans Freudenthal publica en 1970 una solucion correcta basada

en la enviada por J Boersma; usa conjuntos filtrados (estrategia
hacia adelante) con las sucesivas frases.

En la literatura sobre MR rapidamente aparecieron variantes del

problema P-S, y también entre los pioneros de la IA, ya que se
consideraba un laboratorio para la

Representacion del razonamiento infinitamente inteligente
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Version de John McCarthy

John McCarthy (1927-2011) divulgé el puzzle P-S a través de
XEROX PARC en los 70, y lo publica en Formalization of two
puzzles involving knowledge, 1978-1981.

<z <y <99

P.- No sé los numeros.

S.- Ya lo sabia. Yo tampoco sé los numeros.
P .- Ahora ya los conozco.

S.- Ahora yo también.

{» Hace referencia a los factores ... pero x(s — ) =p

{> Anade Yo tampoco sé los nliimeros

{» Cambia la restriccion |x + y < 100 jESENCIAL!

(McCarthy afade en 2008 una nota citando el original)
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Version de Martin Gardner

A Pride of Problems, Including One that is Virtually Impossible
(Scientific American, 1979)

<o <y<100

S.- No sabes mi suma.
P.- Sé tu suma.
S.- Sé tu producto.

Si suponemos 1 < x < |y <t

» No hay solucion si t < 62.

, entonces

» La solucion es tnica para los valores 62 < ¢ < 1680:
v =4,y = 13, (palos y cartas de cada palo de la baraja.)

» Para valores mayores de t > 1680 aparecen nuevas soluciones.

i Podemos “demostrar” los resultados anteriores?
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Resolviendo el puzzle P-S con lapiz y papel

Il<z<y<t

S.- No sabes mi suma.
P.- Sé tu suma.
S.- Sé tu producto.

El observador puede utilizar la estrategia hacia adelante:
{» partiendo del espacio de bisqueda

E={z+y,zy)|r,yeN2< <y <t}
{» cribara este espacio sucesivamente con cada frase.

Necesitamos:

representar el espacio de busqueda.

describir la criba asociada a cada frase (representacion del
razonamiento).

13
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® Representemos & con una tabla p\_s, con marcas para los
pares compatibles.

P\S

5

§

7

8

10

11

12

13

6

8

10
12
14
15
18
20
21
24
28
30
39
42

_|_

_|_

_|_

_|_

P.- No sé tu suma: eliminamos las filas con una sola marca.

S.- No sabes mi suma: eliminamos cualquier suma que tenga
algun producto compatible con una sola marca; deja el espacio
vacio; no hay solucion.
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La manipulacion de la tabla es incomoda, incluso para t pequeno.

Representaremos & con arboles de Freudenthal.
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Arboles de Freudenthal

Cada suma tiene por hijos sus productos compatibles, y éstos
tienen por hijos sus sumas compatibles (cada suma es abuela de
si misma).

Para [t = 14|, el arbol F(11) es:

s=11

F(11) p="18 24 28 30

911 101114 1116 1113

Al principio tendremos un arbol para cada suma posible
F(5) F(6) . F(26) F(27)

Cada frase elimina hijos, o nietos, y por ello abuelos (arboles
completos).
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La magia de la frase No sabes mi suma

Queremos modelar el comportamiento inteligente del orador que
dice la frase No sabes mi suma

iCada producto compatible con mi suma tiene varias sumas
compatibles!

;Y en términos algebraicos?

Usaremos los conjuntos de compatibles:

Dr={r+yl2<z<y<tuzy=p;
Rs ={ry|2<zr<y<tx+y=s}

Por ejemplo, para t = 14

X)7={10,12}, EH30={11,13}
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Pero somos tan inteligentes como los oradores, y capturamos el
razonamiento con los siguientes predicados:

fi(s)
f2(p)
f3(s)

Vp ) s.|EPp| > 2 S.- No sabes mi suma
s s p, fils)] =1 P.- Sé tu suma
p:pQs, falp)| =1 S.- Sé tu producto
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Cotas para las sumas. El postulado de Bertrand

El postulado de Joseph Bertrand (1845) o Teorema de Cheby-
shev (1850) dice

Vn:n>3:Pn,2n—2)
De aqui Py = {pprimo|p <t <2p—2} # O, parat > 5.

En efecto: sea @ = méx{p primo|p < t}. Si fuera
t > 2a — 2 > «, ya que existe un primo (3 verificando
t >2a—2 > [0 > «, el maximo no seria «.

Sea pues p primo, con p < t < 2p.
Veamos que

24p<s<t+p = |Ppis—pl=1
de donde s es incompatible con la frase “No sabes mi suma".

En efecto: @ p(s —p) = {pk+q: k> 1,..}.Sik > 1,
pk > 2p > t, y pk no es un sumando valido.
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Recordemos: si p primo, p < t < 2p, excluimos las sumas

2+ p<s<t+p
Ejemplo: para t = 14, {p primo|p < 14 < 2p} = {11, 13}

24+ p t+p
13=24+11<s< 14411 =25
15 =2+13 <s< 14413 =27

Los intervalos se pisan, excluimos las sumas 13 < s < 27, y solo
quedaran s < 13.
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e Para t = 14, con la frase “No sabes mi suma” solo
consideramos las sumas s < 13, es decir,

5.6,7,8.9,10,11, 12
e La frase “No sabes mi suma” elimina
ee | as sumas extremas (5,6, 2t — 2,2t — 1), y quedan
7.8,9.10,11, 12

e |as que admiten una descomposicion en suma de dos primos
distintos, en particular, las pares > 6 (conjetura de Goldbach), y
las que s — 2 es primo, y solo queda s = 11, y un dnico arbol.

Si procedemos igual para t = 100, quedan 11 sumas:
111,17,23,27,29,35,37,41,47,51, 53]
iSolamente 51 no es validal

Es decir, el predicado “s impary s —2 compuesto” es decisivo:
facil de computar, es necesario para fi(s), y casi suficiente.
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Para ¢ = 14 el unico arbol tras la primera criba es:

s =11

F'(11) " 18

24 28 30
T Wi TTn TR

(suprimimos los nietos/sumas 9, 10, 14, 16, 13: son incompatibles
con la frase “No sabes mi suma").

P .- S€ tu suma: no filtra nada jEn efecto, siempre es 11!

S .- 5¢ tu producto, elimina la suma que queda, y no hay solucién

para t = 14.

Tiene solucion el dialogo:
S .- No sabes mi suma.

P .- Sé tu suma.
iPero un observador no conocera el producto!
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® En general, si
Pr = {pprimo|p <t <2p}
excluimos las sumas
24+ minP < s <t+maxPy
Es decir, las sumas posibles quedan reducidas a la 4° parte.
iAtencion con la conjetura de Goldbach!
Obsérvese: Si s < 2+t

(> Entonces podemos aplicar la conjetura G, ya que si s es suma
de dos primos distintos «, 3, éstos seran < t.

O fi(s) = simpar, s — 2 compuesto, y s < 2 + min P
i Cémo demostrar fi(s) = s<2+1t7

i Necesitamos una conjetura adicional!
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& Existencia de primos en intervalos (o, a + 049)

Entre las conjeturas célebres relacionadas con la de Ludvig Op-
perman (1882), son interesantes las de la forma:

x0 = Va:a> Ny, a primo : P(oz,oH—oze)

Mozzochi (1986) la probd para 6 = 1051/1920 = 0,5479. . ..
Lou y Yao (1993) la prueban para 8 =6/11 = 0,5454 . . ..

Nosotros hemos usado la conjetura para 6 = 0.5:
XO = Va:a> 127 a primo : Pla,a + y/a)
Teorema 3.- Admitiendo X O, fi(s) = s <t, luego

fi(s) = s < 24+min{p primo|p <t < 2p} A s—2 compuesto
Y admitiendo ademas G,

fi(s) = s impar, f1°(s) = s impar A s — 2 compuesto
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® Conexiones con la conjetura de Goldbach

Consideremos el predicado de la primera frase del didlogo de M
Gardner isin cota (1 < z < y):

ffO(S) =Vp QR s.| Ppl > 2 S.- No sabes mi suma

y la conjetura Goldbach en su forma débil (G%):
El doble de un primo (> 3) es suma de dos primos distintos.

Teorema 4.- Se verifica § = C = Qé, donde
C = Vs:s>4: f°(s) <= s impar As—2no primo

Consecuencias:

= S5iG% = G, entonces C caracteriza las dos conjeturas.

= Admitiendo G, escribimos programas muy rapidos.

Dada una suma s, estaremos seguros si S €s 0 nNo una suma
solucidn, si se satisface:

max{s’ :p € ® 5,5 € @p} < 12:10"(Oliveira e Silva, 2008)
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Razonando hacia atras

Para el problema de McCarthy (4 frases) definiremos cuatro fun-
ciones de conjuntos,

Vi, Vo, Vs,V : N — 2N

Vi(p) = { sumas que pensé P: compatibles con p que certifican
la frase No sé tu suma }

> Primera frase:

Vilp) = S, si|S| > 2, donde S=EPp

— (), en otro caso

Si (p, s) es un par solucién, s € Vi(p)
(no reciprocamente).
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{» Segunda frase: los productos que pensd S a partir de su suma,
Va(s) = Q) s, siVpRs.|@Pp| > 2 ya lo sabia
A

p:p®s,s € Vip)| > 2 no sé tu producto
— (), en otro caso

¢» Cuarta frase:
Vi(s) = P,si |P| =1
= (), en otro caso
donde P={p:p®s,s € V3(p)}

En consecuencia, el conjunto de pares que verifican el dialogo es

St ={(p,s)|se€Xspe Vyls)}

La definicion de S; permite construir las soluciones
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Un programa Haskell

La descripcion por comprension de los conjuntos puede trasladarse
directamente a Haskell a través de listas por comprension

v2 s | varios [p | p € ps, s elem’ vl p| &&
and [varios(sum_de p) | p € ps] = ps
otherwise || where ps = pro_de s

— Se tu producto

vd s | uno pp = pp
| otherwise =[]

where pp = [p|p € pro_des, s ‘elem’ v3 p]

— Busqueda via backtracking
sol = [(p,s)|s € [5..2xt—1], p € vds]

La eleccién s € [5..2 %t — 1] es mejorable.
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De nuevo la interaccion PR=ZMR

El programa es extraordinariamente lento: computo innecesario.

Lema 2.-. (jPLAUSIBLE!)
(a) Vi(s) C Va(s)  (b) V3(p) C Vi(p)

El lema muestra la consistencia de las afirmaciones de los oradores.

iPodemos anadir estos resultados al programal
— Por (a):
sol = [(p,s)|s € 5..2xt—1], v2s# ||, p € vds]

El Lema 2(a) es decisivo: un programa 100 veces mas rapido.
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a fornia"de 1as"soluc

oluclones
P s 10000 20000 30000/40000 00
52 17 22413 E E E
244 65 22461 E E E
1168 89 21473 E E E
1776 127 2*+3%x37 E E E
4672 137 25473 E E E
5494 149 [2x 41 + 67
4192 163 2° 4131 E E
2608 179 2* + 163 E E
724 185 22 + 181
8128 191 264+127 E E E
916 233 224229 E E E
1912 247 23 + 239
3328 269 28 +13 E E
15424 305 20 + 241
23136 337 25 % 3 4+ 241
9952 343 2° 4+ 311 E E
3352 427 23 4+ 419 E
3592 457 23 4+ 449

Abundan las soluciones (x,y) =

asi como (2k, 3903). Las sumas son muy pequefias.

30

(2k, 3) (8 primo) y son estables,
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#® La version de Martin Gardner

Lema 1.- peVy(s) &= p ®sA Vp@s.\@p\22

fi(s)

Por tanto, V5(s) puede reescribirse en la forma

Vals) = @5, si fils)

— (), en otro caso
que se corresponde con el didlogo que propuso Martin Gardner

S .- No sabes mi suma.
P.- Ya sé tu suma.
S.- Y yo tu producto.

Los problemas de J McCarthy y de M Gardner son equivalentes
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Otra a vez MR=PR. La variante de Dick Hess

Consideremos los predicados para el siguiente didlogo |sin cota
(1<2x<y):

fi(s) Vp ) s.|EPp| > 2 S.- No sabes mi suma

fao(p) = [s:s@Pp, fi(s)| > 1 P .- No sé tu suma
f3(s) p:pQs, falp)| =1 S.- Sé tu producto

Nuestro programa HASKELL solo encontré la solucién s = 11,
p=230,y ... if3(s) falla a partir de s = 17!

Teorema 4.- Admitiendo G, f3(s) = s < 17, y el problema
‘H tiene una unica solucion: s = 11, p = 30.

; Sera Unica la solucién para s > 12 - 10177
i Conduce esto a G7
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# Edsger Wybe Dijkstra (1930 - 2002) cuenta cémo resolvié du-
rante una duermevela el problema P-S original (z + y < 100).

Reconoce que tardd 6 horas, y otras tantas en copiar la solucion.

Antes de exponer la solucion dice:

Mas tarde me enteré de que algunas personas cuando
se enfrentan a este problema, en lugar de resolverlo
por st mismos, con o sin lapiz y papel, llegan a ex-
tremos tales como escribir un programa informdtico
para ello.

A problem solved in my head, EWD666, 1976.
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Un breve preludio

God Created The Integers
Stephen Hawking, 2005

Hace 2300 anos ocurrid un decisivo hecho en la historia de las
matematicas: la aparicion de

Elementos, Euclides (325-265 a.C.)

... transform¢é la matematica desde la numerologia
a una ciencia deductiva

Introduction to Analytic Number Theory

Tom Apostol, 1976

Hasta 1950, tras la Biblia, Elementos fue la obra mas vendida.



Paseando entre la Matematica Recreativa y la Programacion Recreativa. Malaga, XIV CEAM, 6 Julio 2012 35

Elementos es una coleccion de 13 libros, 500 resultados.
Los libros VII, IX y X estan dedicados a la teoria de nimeros.

El libro IX contiene dos joyas de la matematica que atin hoy dia
nos sorprenden:

= |a demostracion de la infinitud de los ndmeros primos.

= una solucién parcial a un problema de Pitagoras: encontrar
todos los nimeros perfectos.

n es perfecto si es la suma de sus partes.
06={1,2,3,6},y 6 =142+ 3 es perfecto.

n es perfecto sii on = 2n
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Proposicion 36 del libro IX:
Si 2Ft1 — 1 es primo, 2]“"3(2]“le — 1) es perfecto.

Leonhard Euler (1707-1783): los tinicos nimeros perfectos pares
son los descritos por Euclides.

j Existe algtin numero perfecto impar?

Quizas el problema mas célebre de la 7N atin no resuelto.
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Variantes de los perfectos:
perfectos-multiples: on =1 -n
abundantes: on > [-n

Es dificil aportar resultados originales o problemas no resueltos.

Proponer buenos problemas aun no resueltos es un
arte dificil. El balance entre trivial y no-resuelto es
delicado.

Richard Guy, Unsolved Problems
in Number Theory, 1994

Pal Erdos (1913-1996) aporté buenos problemas no resueltos,
y jofrecia recompensas! (junto a Euler, uno de los matematicos
mas prolificos.)
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Un problema de reparto en Zumbkia

El presidente de la repiblica de Zumkia durante su larga vida ha logrado
obtener una hermosa coleccion formada por un ejemplar de cada uno
de los billetes de sus pais; la coleccion asciende a un total de la nada
despreciable cantidad de 1,249,920 zumkios. El zumkio, la moneda de
Zumkia, esta disponible en billetes de un zumkio y mdltiplos de solo
3, 5 o 7 zumkios (existe el billete de 15 zumkios, pero no el de 10.)
Como debe repartir el presidente la coleccion entre sus dos hijos en
forma equitativa.

Si el mayor billete ¢ es perfecto ya tendremos un reparto.

Un ndmero es de Zumkeller (o 2—separable) si el conjunto de
sus factores admite una particion en dos conjuntos con igual
suma: 12 no es perfecto, pero >{1,3,4,6} = ¥{12,2}, y por
tanto 12 € Z

Z es infinito: >X{1,2,3,p,2p,3p} = ¥{6,6p}, y 6p € Z si p
primo > 3; pero 6p no es perfecto: o(6p) = 12(p + 1) # 12p.

En general, siendo S; el conjunto de nimeros [-separables,

m € 8, mLp primo = pkm € 5 (S; es vacio o infinito)
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i Qué problemas hay que resolver?

Calcular el valor ¢ del mayor billete ( = 305/7% sabiendo que
sus factores suman 1, 249, 920.

Calcular sus divisores y repartirlos en dos grupos con igual
suma, o bien demostrar que no es posible.

Teorema Fundamental de la Aritmética: Todo natural

admite una Unica descomposicidn en factores primos (DFP):

n = p]fl .. -pj],ki > 0, p; primos distintos, p1 < py < ...

Demostracion interesante: uso elegante y preciso del principio
de induccidn.
A partir de la DFP obtenemos la suma de los factores:

k kj k kj
J(pll---pj]):(1+...+p11)---(1+...+pj‘7) (1)

icada factor de n aparece una sola vez en el desarrollo!
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Calculemos i, j, k de forma que 0(3i5j7k) = 1,249,920 =
27325171311, es decir,
3i-|-1 1 5j-|—1 —1 7/€—|-1 1
3—1 b—1 7 —1
Razonamientos sencillos (74 771 —1...) conducen a ¢ = 3%5°7.
e nimero de factores: (3+1)(b+1)(1+1) = 48.

e nlmero de posibles repartos: 248/2 = 140 737 488 355 328

— 97325171311,

e y con igual niimero de billetes: (7)/2 = 16 123 801 841 550.

i No es aconsejable estudiar todos los posibles repartos!
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i Como evitamos escudriiar todos los repartos ?

» Estudiar propiedades sencillas de verificar, pero decisivas.
Los que las satisfacen los Ilamaremos candidatos: C;.

» Disefiar algoritmos rapidos ( O|0 n| ) para decidir la sepa-
rabilidad, al menos para casi todos los candidatos.

» Construir separables a partir de otros.
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Propiedades elementales pero decisivas

Sin € Z, existe una particién D D’ con XD = ¥ D'; luego:
2(XD) = on, de donde o n es par.
2D > n,ydeaquion > 2n.
En definitiva:

Sin € Z, entonces 2 | on A on > 2n. (2)

En general
Sin € &), entoncesl |on ANon>1-n. (3)

Estas se comprueban directamente a través de la DFP.

Siendo |hn = on/n|, definimos el conjunto de [—candidatos

Ci={neN :l|lonAhn>1I}



Paseando entre la Matematica Recreativa y la Programacion Recreativa. Malaga, XIV CEAM, 6 Julio 2012 43

Distribucion de candidatos y separables

Frecuencias de naturales n < 107 satisfaciendo hn =on/n > 1.

[\ [|on| hn > 1 candidatos separables| % de separables
219994602 12476741 2474422 2287889 92.5
318400034| 202187 191223, 189705 99.2
414394 309 1238 1218 1218 100.0
514328053 0 0 0 —

» casi todos los [-abundantes son separables, pero no son tan
abundantes.
» la condicién hn > [ es un buen filtro, | | o n NO.

Hemos comprobado para n < 50, 000, 000:

Conjetura 1.- La densidad de Z es ~ 0.229. Paul Erdos conje-
tura que la de los abundantes es un irracional de [0.24750,0.24893].

Conjetura 2.- Todo intervalo |[K, K +11] contiene unn € Z.
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& Generadores y criba

Descompongamos los divisores de p*m, con m_Lp primo:
d(p°m) = D W pD W p°D, siendo D = Om
Si D es separable, entonces también lo serdn pD, p*D, ...
Por tanto, m € S; = p"m € S, y por el TFA
Sim € §j, conn L m, entonces nm € S (A)
Por otro lado
8(573%527) = 93%5%27 W 5°93%5%7
Luego 3757 € S; = 53(375°7). En general,
pkm c SZ == pk+3<k+1>m < ‘Sl (B)

estos ultimos los llamamos trasladados.

(A) y (B) proporcionan nuevos separables; los que no pueden
obtenerse asi los llamamos generadores. Los generadores de
Sy son:

6,12, 20,28, 40, 48, 56, 70, 80, 88, 90, 104, 112, 126, 176, . . .
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&% Emulando la criba de Eratdstenes, computaremos (en
forma perezosa) la lista infinita de generadores de §;.

Por ejemplo, para So:
— Se toman inicialmente la secuencia infinita ordenada de can-
didatos (2lcn A on > 2-n):

6, 12,20, 24, 28,30, 40, 42, 48, 54. 56, 60, 66, 70, 78, 80, 84, . . .

— Se toma el primer Zumbkeller de esta secuencia (el 6) y se tachan
todos sus trasladados y comiiltiplos 6m (m_16):

56,12, 20, %, 28. 30, 40, 42. 48, 54, 56, 60, 66, 70, 58, 80, 84, . . .

El primer Zumkeller no tachado es el siguiente generador ...

iEn pocos minutos obtenemos los 7438 generadores de Z menores
que 1000 000!

Conjetura 3.- El nimero de generadores de Zumbkeller menores
que K es del orden de 0.5 - K% (« 0.229 - K).
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Combinaciones unitarias de divisores (solo &)

Un nimero es de Zumkeller sii el 0 se puede representar como
combinacion unitaria de sus factores:

0=1—-24+3+4+6-—12, neZ<+<=0¢eC(n)

Estudiemos ahora las CU de pkm, donde m_Lp primo.

Sea X+Y={o+yz—y —a+y —z—y|lrvcX,ycY}
Ejemplo: C(5) = {1} £ {5} = {—6,—4,4,6} = (4,6)
+ es conmutativo, asociativo, ..., de donde:

C(pPm) =Cm £ pCm +...+p"Cm

Si aplicamos n € Z <= (0 € C(n) debemos calcular muchas
combinaciones ... pero

/

AJA OEAisziioE]%AiB
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# Cocientes Reiterados. Una demostracion via MRSPR.

Sabemosn € Z <— 0 &€ C(R) =M = pM £ pzM . . . (muchas combinaciones)

AJA D e A + pBsi 0 € %A + B, luego son equivalentes:

1 11

0 ME+p(M+tpM) 0 -MEt(ME+pM) 0&€—-(-MEtM)tM
p pp

En general: pkm c Zsii 0€ Ry, donde M =Cm = Ry,

RlleOj:M...

;30517 e 27 M = C(5%71), jcomputemos con un sencillo programal:

Ry =C(5'7h = (22,24, 32, 34, 36, 38, 46, 48) [# 0
Ry = (6,,64) = (6,8,10,...,62, 64) % 0| — jvan creciendo!
Ry = (2, ,68) % 0
R3=1(0,,70) = Ry = Rs = ... >0

luego 35171 € Z «—= § > 3 juna demostracién via MR=PR!
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Una prueba MRSPR como tributo a Euclides/Euler

Teorema 1.- Para cada primo impar p,
Qkp es 2—separable sit p < ok+l .
Demostracion.- Usamos:

Qkp€Z<:>OE%MiM con M = C(2F)

Via HASKELL generamos C(2),C(2%),... y observando, conje-
turamos C(2F) = (1,,28T1 —1), que ya se prueba ficilmente por
induccién.

—SipSQkH—l,pE <1,,2k+1—1> = M, dedondelE%M;
y como 1 € M, OE%M:I:M. Luego 2kp€Z.

-Sip > o+l _ 1, entonces %M es vacio, luego 0 € %M + M.
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;. Cuantos divisores primos tiene un abundante?

El menor 8-abundante par tiene 24 primos y 44 cifras:
1897544233056092162003806758651798 777216000

2039537211213 171191231291 31137141 1431471531
59161167 711731 791831891
Todo 9—-abundante par debe tener al menos 35 primos, aunque
el menor tiene 37 primos, 73 cifras, y es par:

4368924363354820808981210203132513655327781713
900627249499856876120704000

21035557311213217219193199131 13714114314 71531
5916167 71 73179183189 9711011103 107 1091 1131
12711311137 1391 149115111572

i Cuantos primos tiene el menor 10-separable impar?

;Y el menor [-perfecto impar?
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De la DFP obtenemos propiedades esenciales de h,

1 1
h(nm) > hn, h(qk):1+_+...+_k
q q

y la acotacién (Sylvester 1888;Carmichael 1907; Dickson 1913):

1 1 +pq 1 + pg k
>, <l ) ) < h(py' .
1<i<j Di P1 Pk 1<z<]
. L
{» Como la serie Z — diverge: (Euler 1737; Clarkson 1966)
D Primo

iEl conjunto de [-abundantes es no vacio, y por tanto, infinito!

> Otro ejemplo:

3 5 7 105
habd . . —
(357><3—1 o171 a8 Y

iEl presidente de Zumkia no puede repartir entre tres hijos!
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# La acotacion (Sylvester 1888;Carmichael 1907; Dickson 1913)

1+ py 1 + pyg
) ( ) < h(py".

P1 Pk

(

1<Z<]

permite encontrar cotas del niumero de primos de un abundante.
Un programa HASKELL (basado en redes de procesos) com-

puta valores de estas cotas para candidatos pares e impares:

[ 2 3 4 5/... 9 10

(P, P)(22) (36) (411) (6,24)] ... (35,553)| | (55,1245)

(I,T)) | (35)|/(8,16)| (21,51) | (54,166) | ... | (2697, 22791) (2,7

i El presidente de Zumkia no podra repartir los billetes de su
coleccion entre tres hijos |
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La cota superior normalmente esta muy alejada del valor real.
(para [ = 4 hay abundantes con 4 primos, pero el menor tiene 5)

Menores abundantes con np primos (& es el menor separable)

np [=3 [=14 [ =5
3| &120 € S5
213151
41 420 € S31 30240 € Sy
22315171 20335171
5 &27720 € S,
2332517 1!
6 120120 € S, 605404 800 € S5
2331571111131 2733527211131
122522400 &€ S;
. 2032527111131 7!
& 147026 880 € S;
203351 71111131171
8 232792560 € S5
2432517111113 171191
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Existen infinitos candidatos. El teorema de Dirichlet

(P.G. Legeune Dirichlet 1837): Si a y b son enteros (b > 0)

primos entre si, entonces la progresion aritmética a + bk contiene
una infinidad de nimeros primos.

Luego, existen infinitos primos de la forma p = —1 + ki,
y todos satisfacen I|(1 + p) = o(p)

Por tanto, existe p_Lm tal que l|o(pm).

Si m es abundante, también lo es pm, y pm un candidato.
Es decir,

C; es no vacio, y por tanto infinito.

Segin T Apodstol: la prueba del Teorema de Dirichlet es el ori-
gen de la teoria analitica de los nimeros.
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® Los candidatos no separables son infinitos

Ejecutando nuestro programas vimos que:

{> Entre los menores 2-candidatos no separables aparecen (2'3%)p,
para p primo > 41 > 39 = ¢(213?).

{ Paral =3, ...ocurre algo parecido

MRSPR nos lleva a conjeturar|:

Si m_Lp primoy p > om, entonces m ¢ S; = pm & S;.
o equivalentemente

pkaSl = mESl

Sea una [-separacion de las sumas de los divisores de pm:
S1+ pA| =59+ plo=s3+pA3=...

Entonces |s; — s;| es miltiplo de p, y |s; — ;] < om < p,

Luego |s; — s;| =0, 8,=8;,=...,ym€ S
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o » .
#® Construccion de un candidato no separable

PASO 1 Sea m = p]fl . .p];j, con h(m) > 1.

PASO 2 Para asegurar que [ 1 0 m, ajustamos m:
Sil| o(q"), ¢ primo, entonces [ { o(¢F*1).
Por tanto dm & &;, hm > 1.

PASO 3 Existe p > o(m) tal que l|o(pm). Por ser m abundante,
también lo serd pm, de donde pm es un candidato.

PASO 4 Como m & S}, tendremos que pm ¢ S}, pero pm € C;.
Luego C; & &
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Cast comprobacién voraz de n € Z

Los algoritmos mas sencillos escudrifian en forma combinatoria
todas las particiones. Son ineficaces (incluso intiles).

Estudiemos un algoritmo de comprobacion casi directa.

Tomemos por ejemplo n = 80 = 245. En primer lugar compro-
bamos que es un candidato:

o(80) = (21— 1)(145) =186 = 2- 93
h(80) = 186/80 ~ 2,32 > 2
Ahora repartimos en dos montones la lista descendente de sus

divisores: (80,40, 20, 16, 10,8, 5,4, 2, 1]
Comenzamos desde la situacion

80,40,20,16,10,8,5,42,1] 193 [] 193 []
d,...] s [...] s [...]
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[80,40,20,16,10,8,5,4,2,1] |93 [T [93 []
[40,20,16,10,85,4,2,1] |13 [80] |93 []
[10,8,5,42,1] |13 [80] |17 [ 16, 20, 40 |

85421 | 3 [10,80] |17 [ 16, 20, 40

21 | 3 [10,80] | 0[[4, 5,8, 16, 20, 40 ]

[T | 0/[1,210,80] | 045 8,16, 20, 40

Una colosal sorpresa: el algoritmo obtiene una
particion correcta casi siempre

Main> [n|n € [1..10000],
esDeZumkeller n # casiFsDeZumkeller n)

1190, 1430, 1575, 2090, 3410, 4408, 4510, 5775, 8228, 9765]
(6,04 secs, 346124744 bytes)
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& Fallos del algoritmo voraz

Para n < 10%* se producen ~ (0,00003125 - 2K fallos

N | esDeZ | casiEsDeZ |tallos sobre el total | % fallos

10,000 0.06 0.06 10 / 2294 0.45
1,000,000 |  17.02 16.40 4764 /229026 2.08
10,000,000 | 359.05 291.03 81914 / 2287889 3.98

20,000,000 | 8339.50 746.03 185256 / 4577210 4.05
Tiempos de ejecucion (segundos) via ghe-6.10.1, Windows XP, Sony
VAIO/CPU Intel U1400 @ 1.20Ghz/1Gb RAM

El algoritmo se amplia a los [-separables

Por ejemplo, 0(120) = 3-120, el algoritmo separa en 3 montones:

| ]1[120] [ 60,40,20 ||| 30,24,15,12,10,8,6,5,4,3,2,1]
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& El algoritmo voraz se traslada rapidamente a HASKELL

type Factores = [Integer]
type Suma = Integer
casiAdmiteParticion . Factores — Suma — Suma — Bool

casiAdmiteParticion || ~ = False
casiAdmiteParticion (d : ds) s s’

d==s||d==7¢ = True

d< s = casiAdmiteParticion ds (s — d) s’
d < ¢ = casiAdmiteParticion ds s (s — d)
otherwise = False — FALLO

casibsDeZumkeller n = par sigma && sigma > 2 x n &&
casiAdmiteParticion ds ms ms

where fs = factoriza n
sigma = sumaDeDivisores fs
ds = divisoresO fs — jdecreciente!

ms = sigma ‘quot’ 2
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#® Para obtener un algoritmo que comprueba n € Z en todos los
casos, sustituimos casiAdmaiteParticion por:

admiteParticion || ~ = False

admiteParticion  (d : ds) s s’

ld==s]||d==14¢ = True

| otherwise =d < s&& admiteParticion ds (s — d) s ||

d < s && admiteParticion ds s (8" — d)

Ligeros cambios permiten devolver la particion, controlar la mis-
ma cardinalidad, . ..
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Para n < 10 se producen ~ (0,00003125 - 2K fallos.

Para los fallos, jcomputamos una buena aproximacion!

Por ejemplo, para el primer fallo 1190, el algoritmo termina asi:

[ 5,2,1 ]

4

[17,85,1190 |

4

[ 7,10,14,34,35,70,119,170,238,595 |

{» El algoritmo es voraz (no puede recuperar un paso erréneo)

{> Tomando candidatos, se diferencian en calderilla:
o(1190)/2 = 1296, pero Y1 — Yo =2 (0,16 %)

Si el presidente de Zumkia usa este algoritmo natural llega a una
solucion muy descompensada: montones con 42 y 6 billetes.

i ... el problema esta resuelto !

i Y si quiere montones con el mismo nimero de billetes?
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Un ejemplo de PR=MR: una solucion para el presidente

0(335°7) tiene ~ 1,6 - 10 equi-particiones.
0(335%7) tiene ~ 2,7 - 109 equi-particiones.

8(573%5%7) = 93%5%7 W 5°93%5%7
luego, 3°5°7 € S, = 53(3%5%7) € Sy,

Para 3%57 nuestro programa Haskell encuentra répidamente
una separacion con el mismo nimero de divisores:

>{1,3,5,7,9,15,25,27,35,45, 63, 335°7}
= ¥{21, 75,105, 135, 175, 189, 225, 315, 525, 675, 945, 1575}

Ahora basta anadir los mismos multiplicados por 59
${ 1,3,5,7,9,15,25,27,35, 45, 63, 33527,
125, 375,625,875, 1125, 1875, 3125, 3375, 4375, 5625, 7875, 33557} =
${ 21,75,105, 135, 175, 189, 225, 315, 525, 675, 945, 1575,
2625, 9375, 13125, 16875, 21875, 23625, 28125, 39375, 65625, 84375, 118125, 196875}
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i Cuales son los limites de nuestros algoritmos?

A través de un buenos algoritmos la comprobaciéon n € §;
queda reducida a la factorizacion.

Recordemos pues la siguiente reflexion de Gauss ( Disquisitiones
Arithmetica, 1801):

El problema de distinguir los ndmeros primos de los com-
puestos y su factorizacion es uno de los problemas mas im-
portantes y tiles en la aritmética ... Sin embargo, debemos
confesar que todos los métodos que se han propuesto hasta
el momento son muy especiales o laboriosos incluso para
nimeros pequenos ...La dignidad de la ciencia requiere
toda la ayuda para explorar la solucion de un problema tan
elegante y célebre.
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Conclusiones

Es esencial construir un modelo sencillo

La eleccion de un buen lenguaje traslada el modelo a un
programa correcto por construccion

iCon nuestros programas enunciamos nuevos resultados,
y en muchos casos construimos sus pruebas!

La interaccion M'RSPR proporciona una investigacion
matematica experimental barata, y de calidad, incluso usando
resultados elementales

Recordemos de nuevo a Vladimir Arnold, e/ matematico que
amaba los problemas

Las matemdticas son la parte de la fisica en la que los
experimentos son mas baratos.
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